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PLANA 


1 
Capítulo 


PROBLEMAS ELEMENTALES DE LA GEOMETRIA 
ANALITICA PLANA 


$ 1. El ejo y segmentos del eje. Las coordenadas 
en la recta 


So llama oje а Ja recta en la que so ha elegido una dirección posí- 
tiva, El segmento, limitado por los puntos А y В, зе Hama dirigido, 
si go ha convenido cuál do estos puntos es el origen y cuál el extremo 
del segmento. El segmento dir соп cl origen A y con el extremo 
B, ve designa con el símbolo А2. Se Пата magnitud dol segmento 
dirigido del ojo а su longitud, tomada con signo más, si la dirección 
del Segmonto (es decir, la dirección del origen al extremo) coincido 
con la dirección positiva del eje, y con signo menos, si esta dirección 
es contraria a la dirección positiva del eje. La magnitud del sogmonto 
АЛ во designa, con ol símbolo AB y su longitud con el símbolo 45 |- 
Б los puntos А y B coincidon, во dico que el segmento que determinen 
es nulo; es evidente que en este caso AB = ВА = Ô (la dirección 
del segmento nulo es indefinida). 

Supongamos dada una recta arbitraria о. Tomemos un segmento 
por unidad do medida do longitudes, olijamos en la recta la dirección 
positiva (después do lo cual la recta so convierto en ojo) *) y designe- 
mos con la letra O algún punto do clla, Con csto, en [а recta œ queda 
ustablocido un sistema de coordenadas. x 

So lama coordenada de un punto cualquiera М йе la recta a 
(en el sistema de coordenadas establecido) al númoro z, igual a la 
magnitud del segmento OM: 

z=0M. 
El punto O se llama origon de coordenadas y su coordonada os igual 
a coro, A continuación, ol símbolo A (z) indica quo el punto M tiene 
la coordonada z. 


Si М, (xı) y М. (22) son dos puntos arbitrarios de la recta a, 
e TA p 


M¡M¿=x¿—2, 

oxpresa la magnitud del segmento М.Л; y la fórmula 
A |M¡M2|=| 2224 

oxpresa su longitud. 


=) Por lo general, en los diagramas se soñala de izquierda a dere- 
cha la dirección positiva en los ejes horizontales. 


t. Trazar los puntos: 5 

2 

48) BE Cii) D(¿). e(-4) 
(Үз) y a (—V5). 

2. Trazar los puntos, cuyas coordenadas satisfacen a las 

2; 4) |2+|=2. 


ecuaciones 
la posición do los 


1) l2[=2; 2) |2—1|=3; 3) ¡te 
3. Caracterizar geométricamente 
puntos, cuyas coordenadas satisfacen a las desigualdades: 
1)2>% 2 2-3<0; 3) 12-2<0; 

4) 2r—3<0; 5) 30—5>0; 6) 1<2<3; 

Т —2<x<3; 


<0 1) E <a 


8) => 9 2 >1 10) = 
13) 282-1520; 


12) 12—82 --15<0; 
14) 24242 >0; 
4, Determinar la magnitud AB y la longitud | AB 
del segmento definido por los puntos: 
1) AB) y B(1) 2) A(5) y B(2; 
3) А(—1) y BB); 4) А(—5) y В(—: 
5) A(—4) y В(—3); 6) A(—7) y В(—5). 
5. Calcular la coordenada del punto 4, si se conocen: 
1) B(3) y AB=5; 2) В(2) y АВ=—3; 
3) B(—1) y BA=2; 4) B(—5) y BA=— 
5) B(0) y |АВ|=2; 6) B(2) y |АВ|= 


7) B(-1) y |АВ|=5; 8) B(—5) y |AB|=2. 
la posición de los 


15) 242120. 


6. Caracterizar geométricamente 
puntos, cuyas coordenadas satisfacen a las siguientes des- 


igualdades: 
1) рар 2 [21>3 3) |2]<2 
4) lz[>3; 5) |2213; 6) |2—5]<1; 
7) [z-1]>2% 8) |®—3|>1; 9) [l24+1]<3; 
10) |z +2|>4; М) [24-5/<1; 12) |[2+1]>2. 


7. Determinar la razón E, en la que el punto С 


divide al segmento AB en los siguientes casos: 
1) А40), B(6) y C(4); 2) А0), B(4) y С(7); 
3) A(—1), B(5) y CB): 4) A(1), B(13) y С (5); 
5) A(5), B(—2) y С(—5). 

8. Se dan tres puntos A(—7), B(—1) y C (1). Deter- 
minar la razón A, en la que cada uno de ellos divide al 
segmento limitado por Jos otros dos. 

9. Determinar Ја razón +=% 
dedo M(s) divido al segmento MM limitado por los 


puntos М, (=) y М, (2з). 
10. Determinar la coordenada = del punto M, que divide 


al segmento M,M, limitado por los puntos dados M, (=) 
б 
y Ma(z)) еп una razón dada 2 (Ат 
11. Determinar la coordenada х del punto medio del 
segmento limitado por los dos puntos dados М, (+1) y Ma (г). 
12. Determinar Ja coordenada т del punto medio del 
segmento limitado por los dos puntos dados en cada uno 
de los casos siguientes: 


1) A(3) y B) 2 C(—1) y DO) 
3) №,(—1) у М,(—3); 4) Pi(—5) y Pe (0): 
5) 0,(3) y 0.(—4). 
13. Determinar la coordenada del punto M conociendo: 
1) М, (8), MAD) y ai => 


2) 4(2), B(-5) y += 


‚ ел la que un punto 


3 


яв" 
3) 6(—4), DS) ул- 3; 
AM 


4) AM) В(8) y =p = 
5) 4(1) B(—3) y =т= —3; 
© А(—2), В(—1)у А= => 


14. Dados dos puntos А (5) y В(—3), determinar: 

1) la coordenada del punto M simétrico al punto A con 
respecto al punto B; 

2) la coordenada del punto Y simétrico al punto В con 
respecto al punto A. 

15. El segmento limitado por los puntos A (—2) y В (19) 
зе ha dividido en tres partes iguales. Determinar las coor- 
denadas de los puntos de división. 

16. Determinar las coordenadas de los oxtremos А у В 
del segmento dividido en tres partes iguales por los puntos 
P (—25) у Q (9. 


$ 2. Coordenadas cartesianas rectangulares en el plano 


El sistema do coordonadas cartesiano roctangular se determina 
por mna unidad lineal para la medición de longitudes y por dos ejes, 
perpendiculares entro sí, numerados сы un orden determinado. 


Fig. 1 


El punto de intersección de los ejes se Паши origon de coordenu= 
das, y los mismos ejes, ojes de coordenadas. El primoro de los ejes 
coordenados se Пата eje de abscisas y ol segundo, ejo do ordenadas. 

El origen do coordenadas so indica con Ja lotra O, ol eje de absci- 
sas con la notación Ox, y ol de ordenadas con la notación Oy. 

Se llaman coordonadas de un punto arbitrario M, en el sistema 
dado, a los números 

2=0Mg, y= ом, 
(tig. 1), donde My у My son las proyecciones del punto Af sobro los 
ejes Oz y Oy; ОМ, ов1а magnitud del segmento OM, del eje de abscisas, 
y OM, indica la magnitud del segmento OM, del eje de ordonadas. 
El número = so llama abscisa del punto M; el пйтого y ordenada do 
este mismo punto. La notación M (т; y) indica quo la abscisa del punto 
M es el número z, la ordenada, el número y. 

El ojo Oy divide todo ol plano en dos semiplanos: el quo está 
situado en la ón positiva del eje Ох se llama derecho y, el 
otro, izquierdo. Análogamonto, el eje Ox divido el plano en dos semi- 
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planos; el que está situado en la dirccción positiva del ejo Oy во la- 
ma superior у, el otro, inferior, 

Los ejes coordenados dividen conjuntamente el plano on cuatro 
cuadrantes que están munerados según la siguiente regla: el primer 
cuadrante coordenado es el que está situado a la vez en los semiplanos 
derecho y superior; ol segundo, en los semiplanos izquierdo y superior; 
ol tercero, en los semiplanos izquierdo o inferior у, el cuarto, en los 
semiplonos derecho e inferior. 


17. Trazar los puntos 
A (2; 3), B (—5; 1), С (—2; —3), D (0; 3), 
1 
Е(—5; 0), F (35 5)- 
18. Hallar las coordenadas de las proyecciones de los 
puntos 


A (2; —3), В (3; 1), С (—5; 1), D (—3; —2), 
E (5; —1) 


sobre el ejo de abscisas. 
19. Hallar las coordenadas de las proyecciones de los 
puntos 


А (3; 2), B (—5 
E 


sobre el eje de ordenadas. 


20. Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
a los puntos 


1) А (2; 3); 2) В(— 
4) D (-3; —5); 5) E (— 
con respecto al eje Ox. 


21. Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
a los puntos 


1) A (4; 2); 2) В (3; —4); 3) С (2; —2); 
4) р (2; 5); 5) E (3; —5); 6) F (a; b) 
соп respecto al eje Oy. 


22, Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
a los puntos 


i —2), D (4; 1), 
) 


1) A (3; 3); 2) В (2; —4); 3) С (2 1); 
4) D (5; —3); 5) E (=5; —4); 6) F (a; b) 


con respecto al origen de coordenadas. * 


23. Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
a los puntos 


1) A (2; 3); 2) В (5; —2); 3) С (—3; 4) 


con respecto a la bisectriz del primer ángulo coordenado. 
24. Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
a los puntos 


1) A (3; 5); 2) B (4; 3); 3) С (7; —2) 


con respecto a la bisectriz del segundo ángulo coordenado. 
25. Determinar en qué cuadrantes puede estar situado 
el punto М (2; y), si: 
1) zy >0; 2) zy < 0; 3) z — y = 0; 
4) æ -+y = 0; 5 z +y >0; 6) = +y <0; 
7) z— y >0; 8) z— у < 0. 


$ 3. Coordenadas polares 


El sistoma de coordenadas polares se determina por un punto O 
llamado polo, por un rayo OA que parte de este punto, y quo so deno- 
іва oje polar, y por una unidad lineal para la medición de longi- 
tudes. Además, cuando so considera un sistoma polar hay que con- 
venir en qué rotaciones alredodor del punto O ве toman como positivas 
(оп las figuras, por lo general, ве toman como positivas las rotacionos 
en dirección contraria a la de las agujas do un reloj). 

Se Патап coordenadas polares de un punto arbitraio М (con 
respecto al sistema dado) a los números р = OM y Ө=‹ ЛОМ (fig. 2). 
El ángulo 0 tieno el significado que se da a los ángulos еп trigonom 
tría. ÉI numero р os la primera coordonada y se Пата radio polar; 
ol número, Ч os 1а sogunda coordenada y во Паша ángulo polar del 
punto е). 

El símbolo M (р; 0) indica que el punto Af tiene las coordenadas 
Бојани 


у 0. 
Éngulo polar Ө tieno infinidad de valores posibles (quo so 
diforencian unos de otros en una magnitud do Ја forma --2пл, dondo 
п es un númoro ontero positivo). El valor del úngulo polar que satis- 
faco a las desigualdades ~n < 6 < + л so llama valor fundamental 
Convengamos en quo, cuando 50 consideren a la voz un sisto 
cartosiano de coordenadas y un sistema polar de coordenadas: 1) uti- 
lizaromos una misma unidad de medida, 2) en la definición do los 


=) Aquí, ОМ indica lo Longitud del segmento у tiene ol 
signitleado que so da a las longitudes en geometría (оз deciz, до toma 
su valor absoluto sin tener en cuenta el signo). En este caso no es 
necesario omplear el símbolo 104], tan complicado, puesto que los 
puntos О y М ве consideran como puntos arbitrarios del plano y no 
como puntos de un eje. En adelanto, a menudo so empleará, on casos 
análogos, una simplificación semejanto de los simbolos. 


12 


з las rotaciones en la direc- 


ángulos polares tomaremos como positi 
ción en que debe girar el semiejo positivo de abscisas рага que del 
modo más corto coincida con el semioje positivo de ordonadas (de 
esta manera, si los ejes de coordenadas están situados ед su forma 
habitual, es decir, sí el cjo Oz está dirigido hacia la derecha y el eje 
Oy hacia arriba, entonces, los ángulos polares so toman como de costum- 
bre, o sea, son positivos los ángulos quo se toman en dirección con- 
traria a la de las agujas de un reloj). 


oM 


Fig. 2. 


Con esta condición, si el polo del sistema do coordenadas polares 
coincide con el origen do coordenadas cartesianas rectangulares, y el 
ojo polar con el semiojo positivo do abscisas, el p. do las coordo- 
nadas polares do wn punto arbitrario a las coordenadas cortesianas 
del mismo punto se efectúa medianto las fórmulas 


2=(p008 0, 
у= рзоп Ө. 
En esto mismo caso, las fórmulas 
=з, goet 


son las fórmulas de paso do las coordenadas cartesianas a las polaros. 
Convengamos en quo, on lo sucosivo, al considerar conjuntamente 

dos sistomas de coordenadas polares, la dirección positiva do las rota- 

ciones y la unidad do medida do los dos sistemas serán iguales. 


26. Trazar los puntos, dadas sus coordenadas polares: 
F) Bm с(3; р (6 34), 
Е(5; 2) у РЦ; —1) 


(ofectuar, aproximadamente, el,trazado de los puntos D, E 
y F, empleando el daa 

27. Determinar las coordenadas polares de los puntos 
simétricos a los puntos 


(85), м.(а 2). m(s 3). 
M4(4; 2) y Ms(5; —1) 
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соп respecto al eje polar, si éstos están dados en un sis- 
tema de coordenadas polares. 

28. Determinar las coordenadas polares de los puntos 
simétricos a los puntos 


(в), м9). ма 3). 
м, (4 фа) y Ми; —2) 


con respecto al polo, sí éstos están dados en un sisloma 
de coordenadas polares. 
29. En un sistema de coordenadas polares so han dado 


dos vértices 
А(3; —4a) y 2 (5; а) 


do un paralologramo ABCD, cuyo punto de intersección 
do las diagonales coincide con el polo. Determinar los otros 
dos vértices de este paralelogramo. 

. En un sistema de coordenadas polares se han dado 
los puntos A (8; — л) y B (6; $). Calcular las coor- 
denadas polares del punto medio del segmento que une los 
puntos А y B. 

31. En un sistema de coordenadas polares se han dado 
los puntos 

En ЧОР У e 3 

a(3 4). (2:4). cm D(5-%a). 
E(3; 2) у PQ; —1). 
La dirección positiva del eje polar se һа cambiado por la 
contraria. Determinar las coordenadas polares de estos 
puntos en el nuevo sistema. 


32. En un sistema de coordenadas polares se han dado 
los puntos 


Ms). M(t $a) M8 0), 
м.(5 2), M(3-—¿1) y M(t 1). 


El eje polar ha girado de manera que en la nueva posi- 
ción pasa por el punto M,. Determinar las coordenadas 
de los puntos dados en el nuevo sistema (polar). 

33. En un sistema de coordenadas polares sc han dado 


los puntos М, (12; +=) y Mo (12 —4a) ‚ Calcular las 
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coordenadas polares del punto medio del segmento que unè 
los puntos M, y М» 

34. En un sistema de coordenadas polares se han dado 
los puntos М, (py; 0:) y №. (о, б). Calcular la distancia d 
entre ellos. 

35. En un sistema de coordenadas polares se han dado 


los puntos M, (5; 7) y Ma(8; —-у). Calcular la 


distancia d ontre ellos. 
36. Ып un sistema de coordenadas polares se han dado 


dos vértices adyacentes de un cuadrado M; (12; —+) 
y Ma (3; чь). Determinar su área. 
37. En un sistema de coordenadas polares se han dado 
dos vértices opuestos de un cuadrado P( ; +=) 


yQ (4 +a). Determinar su Área. 
38. En un sistema do coordenadas polares se han dado 


dos vértices de un triángulo equilátero 4(% —зул) 


у B (8: = z a). Determinar su área. 


39. Uno de los vértices del triángulo OAB está en el 
polo; los otros dos son los puntos А (py; 01) y B (рг; 03). 
Calcular el área de este triángulo. 

40. Uno de los vértices del triángulo OAB está en el 


polo O; los otros dos son los puntos А (5; =) y 2 (4; чу). 
Calcular el área de este triángulo. 

41. Calcular el área del triángulo, si sus vértices 
a(3i фа), B (8; да) y С(0: Fa) están dados en 
coordenadas polares. 


42. El polo de un sistema de coordenadas polares coin- 
cide con ol origen de coordenadas cartesianas rectangula- 
res; el eje polar coincide con el semieje positivo de abscisas. 
En el sistema de coordenadas polares se han dado los Puntos 


mà; +), м6: 0), м.(2; 2). m (10; -4 
M, (8; $a), Mo (12; — 
cartesianas de ellos. 


‚ Determinar las „а 


43. El polo de un sistema de coordenadas polares coin- 
cide con el origen de coordenadas cartesianas rectangulares; 
el eje polar coincide con el semieje positivo de abscisas. 
En el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares se 
5); Ma (—3; 0); М» (V3; 1); 

a ; — V3). Determinar las coor- 
denadas polares de estos puntos. 


$ 4. Segmento dirigido. Proyección de un segmento sobre 
un eje arbitrario. Proyecciones de un segmento sobre los 
ejes coordenados. Longitud y ángulo polar de un 
segmento. Distancia entre dos puntos 


Un segmento rectifíneo so llama dirigido, si so ha indicado cuál 
de los puntos que lo limitan es el origen y cuál es el extremo. El sogmonto 
dirigido сол el origen сп el punto A y con el extremo оп el punto В 


Fig. 3. 
(Lig. 3) so indica con el símbolo АЁ (os decir, lo mismo que 0] segmento) 
del ojo; véase $ 1). La longitud dol segmento dirigido AD (respecto 
а la unidad de medida considerada) so indica con el símbolo | АВ| 
(о АВ; véase la obsorvación de la pág. 12). 

Se llama proyección del segmento AG sobre un eje и, al número 
igual a la magnitud del segmento А, del eje и; se supone que el 
punto A, os la proyección dol punto A sobre el ejo u y quo el punto 

es la proyección del punto В sobre el mismo eje. 

La proyección del segmento AB sobre el oje и se indica con el 
símbolo pruAB. Si on ol plano se ha dado un sistema de coordenadas 
cartesiano rectangular, 1а proyección del segmento sobre el eje Oz 
se indica con el símbolo X у la proyección Sobre el eje Oy, con el 
símbolo Y. 

Si se conocen las coordenadas do los puntos M4 (т; уу) y Ma (ту; Ya), 
las proyecciones X о Y del segmento dirigido 271175 sobro los ejos 
caoordenados pueden calcularse mediante las fórmulas 
Zz— ij 
ю—й- 
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Es decir, para hallar Jas proyecciones del segmento dirigido sobre 
los ejes coordenados es necesario restar las coordenadas de Su origen 
de las coordenadas do su extremo. 

Se Паша ángulo polar del segmento MM3 al ángulo 0 en el que 
hay que hacer girar el semiejo positivo Ол para que su dirección 
coincida con la dirección del segmento MM. 

El ángulo @ tiene el significado que $e du a Jos ángulos en la 
trigonometría. De acuerdo con esto, O tiene una infinidad de valores 
posibles, que se diferencian entre sí en una magnitud de la forma 
Mama (donde л es un número entero y positivo). Se llama valor fun- 
damental del ángulo polar а uno de sus valores que satisface a las 
desigualdades єл 0 + a 

Las fórmulas 


X=d.cos0, Y=—d-sen0 


expresan las proyecciones de un segmento arbitrario sobre los ej 
coordenados mediante su longitud y su ángulo polar. Do aquí se do 


cen las fórmulas 
а= уху? 


х 
соз 0= am вте ур, 


que expresan la longitud y el ángulo polar del segmento mediante 
sus proyecciones sobre los ejes coordenados. 

Si en el plano se han dado dos puntos ЈМ, (я: yi) y Ma (2: ya) 
la distancia d entro ellos so determina por la fórmula 


а= Иба) FP. 


44, Calcular la proyección del segmento sobre el eje и, 
si se han dado su longitud d y su ángulo de inclinación 
Фф hacia el еј 


1) 2-6, p= 


2) d=6, = 


ж. 
+ 
3) d=7, 9=%; 4) d=5, p=0; 


5) d=5, q=mw 6) d=4, p= – 2. 


45. Trazar el segmento que parte del origen de las 
coordenadas, conociendo sus proyecciones sobre los ejes 


2) X=2, Y=- 
4 X=-2, Y=3; 
5) X=0, Y =3; 6) Х=—5, Y=-—1. 
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46. Trazar los segmentos que tienen el origen en el punto 
М (2; —1), conociendo sus proyecciones sobre los ejes 
coordonados: 


47. Dados los puntos M,(1; —2), Ma (2; 1), Ma (5; 0), 
М,(—1; 4) y M5(0; —3), hallar las proyocciones de los 
siguientes segmentos sobre los ejes coordenados: 


1) MM, 2) MM, 3) MM, 4) MM. 


48. Dadas las proyecciones del segmento МҮМ» sobre 
los ejes coordenados Х = 5, Y = —4, hallar las coordena- 
das de su extremo, sabiendo que su origen está en el punto 
M, (3; 3). 

49. Dadas las proyecciones del segmento AB sobre los 
ejes coordenados X = 4, Y = —5, hallar las coordenadas 
de su бө sabiendo que su extremo está en el punto 
В (1; —3). 

50. Trazar los segmentos que parten del origen de coor- 
denadas, conociendo la longitud d y el ángulo polar 0 de 
cada uno de ellos: 


1)d=5,0=%; 2 d=3,0=%x 
3) d=4, 0=—F; 4 d=3,0=—¿a. 


51. Trazar los segrnentos que tienen el origen en el 
punto М (2; 3), conociendo Ја longitud y el ángulo polar 
de cada uno de ellos: 


1) d=2, 0= тг: 2) 4—1, 6=7-; 


3) d=5, 0= 


a 


(las coordenadas del punto M son cartesianas). 
52. Calcular las proyecciones de los segmeutos sobre 
los ejes coordenados, conociendo la longitud d y el ángulo 
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polar Ө de cada uno de ellos: 
1) d=12,0=%a 2 d=6,0=-4; 


а 

3) d=2, 0= –. 

53. Dadas las proyecciones do los segmontos sobre los 
ejes coordenados: 


1) X=3,Y=-4 2 X=12, Y =k; 
3) X=-8, Y =0, 


calcular la longitud de cada uno de ellos. 
54. Dadas las proyecciones do los segmentos sobre los 
ejes coordenados: 


4) X=1, Y=V3; 2 X=3V 2, Y=-3V 2; 
3) X= —2V3, Y=2, 


calcular la longitud d y el ángulo polar Ө de cada uno 
do ellos. 
55. Dados los puntos 


М, 0; — 3), 2.0; —4) Ms(— 
y M4; 8), 


calcular la longitud y сі ángulo polar de los siguientes 
segmentos: 


a) ММ, b) ММ. с) ММ, d) М.М, 


56. La longitud d de un segmento es igual a 5, su ргоуес- 
ción sobre el eje de abscisas es igual a 4. Hallar la proyec- 
ción de este segmento sobre el ejo de ordenadas, si forma con 
el eje de ordenadas: a) un ángulo agudo, b) un ángulo 
obtuso. 

57. La longitud del segmento MN es igual a 13; su 
origen está en el punto M (3; —2); la proyección sobre el 
eje de abscisas es igual a —12. Hallar las coordenadas del 
extremo de este segmonto, si forma con el eje de ordenadas: 
a) un ángulo agudo, b) un ángulo obtuso. 

58. La longitud del segmento MN es igual a 17; su 
extremo está еп el punto Y (—7; 3) y la proyección sobre 
el eje de ordenadas es igual a 15. Hallar las coordenadas 


E 
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del origen de озіе segmento, si se sabe que forma con el 
cje de abscisas: a) un ángulo agudo, b) un ángulo obtuso. 

59. Conociendo las proyecciones del segmento sobre los 
ojes coordenados X=1, Y = —} 8, hallar su proyección 


sobre ol eje que forma el ángulo 0== 2л con el eje Oz. 


60. Dados dos puntos А, (1; —5) y M2(4; — 1), hallar 


las proyecciones del segmento M/M, sobre el eje que forma 


con el eje Oz el ángulo 6234 


61. Dados dos puntos P(—5;2) у Q(3; 1), hallar la 
proyección del segmento PQ sobre el eje que forma con el 
eje Oz 01 ángulo Ө=агсш+. 


62. Dados dos puntos М, (2; —2) y М№,(7; —3), hallar 
la proyección del segmento M/M, sobre el eje que pasa por 
los puntos Л (5; —4), B(—7; 1) y cuya dirección es: 1) de 
A hacia В, 2) de В hacia A. 

63. Dados los puntos A (0; 0), B (3; —4), С (—3; 4), 
D (—2; 2) y Е (10; —3), determinar la distancia d entre 
los puntos: 1) А Л 2) B уС;ЗуА уС; 4) Сур; 
5) A y D; 6) D y E. 

64. Dados dos vértices adyacentes de un cuadrado 
A (3; —7) y В(—1; 4), calcular su área. 

65. Dados dos vértices opuestos de un cuadrado / (3, 5) 
у Q (1; —3), calcular su área. 

Calcular el área de un triángulo regular, si dos de 
sus vértices son A (—3; 2) y В (1; 6). 

67. Dados tros vértices A (3; —7), Й (5; —7); С (—2; 5) 
de un paralelogramo А ВСР, cuyo cuarto vértice D es opues- 
to a B, determinar las longitudes de las diagonales de este 
paralelogramo. US 

68. El lado de un rombo es igual a 5 }/ 10 y dos de sus 
vértices opuestos son los puntos P (4; 9) у Q (-2; 1). 
Calcular el área de este rombo. 

69. El lado de un rombo es igual a 5/2 y dos de sus 
vértices opuestos son los puntos Р (3; —4) y О (1; 2). Cal- 
cular la longitud de la altura de este rombo. 

70. Demostrar que los puntos А (3; —5), B (—2; —7) 
y С (18; 1) están en una recta. 

74. Demostrar que el triángulo con los vértices А, (1; 1), 
А» (2; 3) y As (5; —1) es rectángulo. 
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72. Demostrar que los puntos А (2; 2), В (—1; 6), 
С (5; 3) y D(—2; —1) son vértices de un cuadrado. 

73. Averiguar si entre Jos ángulos internos del triángulo 
con los vértices M, (1; 1), M2(0; 2) y М; (2; —1) hay 
algún ángulo obtuso. 

74. Demostrar que todos los ángulos internos del trián- 
gulo con los vértices М (—1; 3), N (1; 2) y Р (0; 4) son 
agudos. 

75. Los puntos A (5; 0), B (0; 4) y С (3; 3) son vértices 
de un triángulo. Calcular sus ángulos internos. са 

76. Los puntos A (—V3; 1), В (0; 2) y С (-2V3; 2) 
son vértices de un triángulo. Calcular su ángulo externo 
con el vértice en el punto А. 

77. Hallar en el eje de abscisas un punto M, cuya dis- 
tancia hasta el punto W (2; —3) sea igual a 5. 

78, Hallar en el eje de ordenadas un punto M, cuya 
distancia hasta el punto № (—8; 13) sea igual a 17. 

79. Dados dos puntos M (2; 2) y N (5; —2), hallar en 
el eje de abscisas un punto Р de modo que el ángulo MPN 
sea recto. 

80, Por cl punto A (4; 2) se ha trazado una circunfe- 
rencia, tangente a los dos ejes de coordenadas. Determinar 
su centro С у su radio R. 

81. Por el punto М, (1; —2) se ha trazado una circun- 
ferencia de radio 5, tangente al eje Oz. Determinar el centro 
С de la misma. 

82. Determinar las coordenadas del punto Ma, simé- 
trico al punto M, (1; 2) con respecto a la recta que pasa 
por los puntos A (1; 0) y B (—4; —2). 

83. Dados dos vértices opuestos de un cuadrado, А (3; 0) 
y е 4; 1), hallar los otros dos vértices. 

Dados dos vértices adyacentes de un cuadrado, 
A e =) у В (—1; 3), determinar los otros dos vértices. 

85. Los vértices de un triángulo son: M,(—3; 6), 
М, (9; —10) у M¿(—5; 4). Determinar el centro C y el 
radio R de la circunferencia circunscrita en él. 


$ 5. División de un segmento en una razón dada 


Si el punto M (z; y) está en la recta quo pasa por dos puntos 
dudos Mi (21: y), М2 (22: ya) y se ha dedo la razón A= 


MT, en 


la que el punto М divide al segmento 27,275, las coordenadas del 


РД 


punto M se determinan mediante les fórmulas 


z= äitin = HtA 
TFA " TFA ` 
Si M es el punto medio del segmento MM, sus coordenadas во deter- 
minan por las fórmulas 
Ek у= і 
er 2” 


86. Los extremos de una varilla homogénea son A (3; —5) 
y В (—1; 1). Determinar las coordenadas de su centro de 
gravedad. 

87. El centro de gravedad de una varilla homogénea 
está situado en el punto M (1; 4); uno de sus extremos en 
el punto P (—2; 2). Determinar las coordenadas del otro 
extremo Q de la varilla. 

88. Los vértices de un triángulo son: А (1; —3), 
В (8; —5) у C (5; 7). Determinar los puntos medios de 
sus lados. 

89. Dados dos puntos А (3; —1) у В (2; 1), determinar: 

1) las coordenadas de punto M simétrico al punto А 
con respecto al punto B; 

2) las coordenadas del punto Л simétrico al punto В 
con respecto al punto A. 

90. Los puntos medios de los lados de un triángulo 
son: M (2; —1), N (—1; 4) y P (—2; 2). Delerminar sus 
vértices. 

91. Dados tros vértices de un paralelogramo: А (3; —5), 
B (5; —3) y C(—1; 3), determinar el cuarto vértice D 
opuesto a B. 

92. Dados dos vértices adyacentes de un paralclogramo: 
A (—3; 5), В (1; 7) y el punto de intersección de sus diago- 
nales M (1; 1), detorminar los otros dos vértices. 

93. Dados tres vértices de un paralelogramo ABCD: 
A (2; 3), В (4; —1) y С (0; 5), hallar el cuarto vórtice D. 

94. Los vértices de un triángulo son: A (1; 4), B (3; —9) 
y C (—5; 2). Determinar la longitud de la mediana trazada 
desde el punto B. 

95. El segmento limitado por los puntos А (1; —3) 
y B (4; 3) ha sido dividido en tres partes iguales. Deter- 
minar las coordenadas de los puntos de división. 

96. Los vértices de un triángulo son: А (2; —5), 
В (1; —2) y C (4; 7). Hallar el punto de intersección del 
lado AC con la bisectriz del ángulo interno del vértice B. 
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97. Los, vértices de un triángulo son: А (3; —5), 
В (—3; 3) y С(—1; —2). Determinar la longitud de la 
bisectriz del ángulo interno del vértice A. 

98, Los vértices de un triángulo son: А (—1; —4), 
В (3; 5) y C (—4; 1). Hallar el punto de intersección do 
la bisectriz del ángulo externo del vértice А con la pro- 
longación del lado BC. 

99. Los vértices de un triángulo son: А (3; —5), 
B(t; —3) у С (2; —2). Determinar la longitud de la 
bisectriz del ángulo externo del vértice B. 

100. Los puntos А (1; —1), B (3; 3) y С (4; 5) están 
situados en una recta. Determinar la razón A, en la que 
cada punto divide el segmento limitado por los otros dos. 

101. Determinar las coordenadas de los extremos А у В 
del sogmento que es dividido en tres partes iguales por los 
puntos Р (2; 2) y Q (1; 5). 

102. Una recta pasa por los puntos M, (--12; —13) 
y М, (—2; —5). Hallar en esta recta cl punto cuya abscisa 
es igual a 3. 

103. Una recta pasa por los puntos M (2; —3) 
у N (—6; 5). Hallar en esta recta el punto cuya ordenada 
ов igual а —5. 

104. Una recta pasa рог los puntos А (7; —3) 
y В (23; —6). Hallar el punto de intersección de esta recta 
con el eje do abscisas. 

105. Una recta pasa por los puntos А (5; 2) y B (—4; —7). 
Hallar el punto de intersección de esta recta con el eje de 
ordenadas. 

106. Los vértices de un cuadrilátero son: A (—3; 12), 
В (3; —4), C (5; —4) y D (5; 8). Determinar la razón en 
la que su diagonal AC divide la diagonal BD. 

107. Los vértices de un cuadrilátero son: А (—2; 14), 
В (4; —2), С (6; —2) y D (6; 10). Determinar el punto de 
intersección de sus diagonales AC y BD. 

108. Dados los vértices de una lámina homogénea trian- 
gular А (2; y), B (22; yo) y C (z3 ya), determinar las 
coordenadas de su centro de gravedad. 


Observación. El contro de gravedad se encuentra en el 
punto de intersección do las medianas. 


109. El punto M de intersección de las medianas de un 
triángulo está situado en el eje de abscisas; dos de sus vérti- 
ces son los puntos А (2; —3) у B (—5; 1); el tercer vértice 
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C está en el eje de ordenadas. Determinar las coordenadas 


de los puntos M y C. 

140. Se han dado los vértices de una lámina homogé- 
nea triangular А (21; у), В (тә, ya), y С (т; уз). Uniendo 
los puntos medios de sus lados se forma otra lámina homo- 
gónca triangular. Demostrar que coinciden los centros de 
gravedad de las láminas. 


Obsorvación. Aplicar los resultados dol problema 108. 


111. En una lámina homogénea que tiene la forma de 
un cuadrado, de lado igual a 12, se ha hecho un corte cua- 


y 


Fig. 4. Fig. 5. 


drangular; las rectas del corte pasan por el centro del 
cuadrado; los ejes coordenados están dirigidos por los lados 
de la lámina (fig. 4). Determinar el centro de gravedad 
de esta lámina. 

112. En una lámina homogénea que tiene la forma de 
un rectángulo, con los lados iguales a a y b, se ha hecho 
un corte rectangular; las rectas dol corle pasan por el 
contro; los ejes coordenados están dirigidos por los lados 
de la lámina (fig. 5). Determinar el centro de gravedad 
de esta lámina. 

113. De una lámina homogénea que tiene la forma de 
un cuadrado, de lado igual a 2a, se ha recortado un trián- 
gulo; la recta del corte une los puntos medios de dos lados 
adyacentes y los ejes de coordenadas están dirigidos por los 
lados de la lámina (fig. 6). Determinar el centro de gra- 
vedad de la misma. 
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114. En los puntos A (а; ys), В (22; ya) y С (ta; уз) 
están concentradas las masas m, n y p. Determinar las coor- 
denadas del centro de gravedad de este sistema de tres 
masas. 


Y 


0 MAS 
Fig. б. 


115. Los puntos A (4; 2), В (7; —2) y С (1; 6) son los 
vértices de un triángulo de alambre homogéneo. Determi- 
nar el centro de gravedad de este triángulo. 


$ 6. Area del triángulo 


Cualesquiera quo sean los puntos А (т; yı), В (z3; уз) y C (za, уз), 
el árca S dol triángulo ABC se determina por la fórmula 
24 0—0 
зщ pnl" 
El segundo miembro de esta fórmula es igual a + S, cuando la rota- 


ción más corta del segmento AB hacía el segmento АС es positiva 
y a —8, cuando es negaliva. 


+s=4 


116. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son 
los puntos: 
1) 4 An 3), B (3; 2) y C(-2 5); 
2am M (—3; 2), М. (5: —2) y M, (1; 3); 
3) м8; NA Зу y Р (4; 5). 
117. Los vértices de un triángulo son los puntos A (3; 6), 
В (—1; 3) y С (2; —1). Calcular la longitud do su altura 
bajada desde el vértice С. 
118. Determinar el área del paralelogramo, tres de cuyos 
vértices вор los puntos А (—2; 3), В (4; —5) y С (—3; 1). 
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119. Tres vértices de un paralelogramo son los puntos 
A (3; 7), В (2; —3) y C (—1; 4). Calcular la longitud de 
su altura bajada desde el vértice B al lado AC. 

120. Dados los vértices consecutivos de una lámina 
homogénea cuadrangular А (2; 1), B(5;3), C(—1; 7) 
y D (—7; 5), determinar las coordenadas de su centro de 
gravedad. 

121, Dados los vértices consecutivos de шпа lámina 
homogénea pontagonal А (2; 3), B(0; 6), С(—1; 5), 
D (0; 1) y E (1; 1), determinar las coordenadas de su contro 
de gravedad. 

122. El área de un triángulo es S = 3; dos йо sus vér- 
tices son los puntos А (3; 1) y B (1; —3); ol tercer vértice 
С está situado en el ejo Oy. Determinar las coordenadas 
del vértice С. 

123. El área de un triángulo es S = 4; dos de sus vér- 
ticos son los puntos А (2; 1) у В (3; —2); el tercer vérlico 
С está situado en el eje Ox. Determinar las coordenadas 
dol vértico С. 

124, El área de un triángulo es S = 3; dos do sus vér- 
tices son los puntos A (3; 1) y B (1; —3); el contro de 
gravedad do este triángulo está situado en el eje Ол. Deter- 
minar las coordonadas del tercer vértice C. 

125. El йгеа de un paralelogramo es S = 12 unidades 
cuadradas; dos de sus vértices son los puntos A (—1; 3) 
y B(—2; 4). Hallar los otros dos vértices de esto para- 
lelogramo, sabiendo que el punto de intersección de sus 
diagonales está situado en el eje de abscisas. 

126. El área de un paralelogramo es S = 17 unidades 
cuadradas; dos do sus vértices son los puntos A (2; 1) 
y В (5; —3). Hallar los otros dos vértices de este para- 
lelogramo, sabiendo que el punto de intersección de sus 
diagonales está en ol eje de ordenadas. 


$ 7. Transformación de coordenadas 


La transformación de coordenadas cartesianas rectangulares por 
traslación paralola de los сјез se determina medianto las fórmulas 


z=z'4a, y=y+b, 


Aquí, z e y son las coordenadas de un punto arbitrario M del plano, 
relativo a Jos ejes primitivos; z’, y son las coordonadas del mismo 
punto, relativo a los ejes muevos; a, b son las coordenadas dol nuevo 
origen O”, relativo a los ejes primitivos (también se dice que a es la 
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magnitud de traslación en dirocción del eje de abscisas y b, la magni- 
tud de traslación en dirección del сје de ordenadas). 

La transformación de coordenadas cartesianas rectangulares por 
rotación de los ejes en un ángulo œ (que tiene el significado que se 
da a los ángulos en la trigonometría) se determina mediante las fór- 
mulas 


1=2'0084-—y' sena, 
у= з' зопа у’ cosa. 


Aquí, z су son las coordenadas de un punto arbitrario M del plano, 
relativo a los ejes primitivos; z’, y" son las coordenadas dol mismo 
punto, relativo a los ejes nuevos. 

Las fórmulas 


z=z' соза —у' зопа фа, 
у= 2' sonaty’ соза 6, 


determinan la transformación de coordenadas por traslación paralela 
del sistema do ojes en una magnitud a en dirocción de Ox, en una 
magnitud b on dirección do Oy, y por rotación sucesiva de los ejes 
on un ángulo а. Todas las fórmulas indicadas corresponden a la trans- 
formación de coordenadas manteniendo invariable la unidad do medida. 
En los problemas que siguen se supone quo la unidad de modida se 
mantiene invariable. 


127. Escribir las fórmulas de transformación de coor- 
denadas, si el origen de coordenadas se ha trasladado (sin 
cambiar la dirección de los ejes) al punto: 1) 4 (3; 4); 
2) В (2; 1); 3) ca 5). 

128. Jl origen de coordenadas se ha trasladado (sin 
cambiar la dirección de los ejes) al punto O” (3; —4). Las 
coordenadas de los puntos А (1, 3), B (—3; 0) y C (—1; 4) 
están determinadas en el nuevo sistema. Calcular las coor- 
denadas de estos puntos en el sistema de coordenadas pri- 
mitivo. 

129. Dados los puntos A (2; 1), В (—1; 3) y C (—2; 5), 
hallar sus coordenadas en el nuevo sistema, si el origen 
de coordenadas se ha trasladado (sin cambiar la dirección 
de los ejes): 1) al punto A; 2) al punto В; 3) al punto С. 

130. Determinar las coordenadas primitivas del origen 
O” del nuevo sistema, si las fórmulas de transformación de 
coordenadas se han dado mediante las igualdades siguientes: 


1) z= +3, уу + 5; 2) в а 2, уу +1 
B=Y,y=y—1; 4) х= – 5, у= у. 
131. Escribir Jas fórmulas de transformación de coor- 
denadas, si los ejes coordenados han girado en uno de los 
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ángulos siguientes: 
4) 60% 2) —45% 3) 90% 4) —90” 5) 180°. 


1327 Los ejes de coordenadas han girado un_ángulo 
а= 60°. Las coordenadas de los puntos 4(2//3; —4), 
B (V3; 0) y C(0; —2 13) están determinadas en el nuevo 
sistema. Calcular las coordenadas do estos mismos puntos 
en el sistema de coordenadas primitivo, 

133. Dados los puntos М (3; 1), N (—4; 5) y P (—3; —1), 
hallar sus coordenadas еп el nuevo sistema, si los ejes coor- 
denados han girado un ángulo: 


1) 45% 2) 90% 3) —90°; 4) 180°. 


134, Determinar el ángulo œ, en el que han girado los 
ejes, si las fórmulas de transformación de coordenadas se 
determinan por las siguientes igualdades: 


1) 21 уз За, 


CN A 


2 Beryl 7 у= 03у. 


135. Determinar las coordenadas del nuevo origen O” 
de coordenadas, sabiendo que el punto A (3; —4) está 
situado en el nuevo eje de abscisas, el punto B (2; 3) 
está situado en cl nuevo eje de ordenadas y los ejes de los 
sistemas de coordenadas primitivo y nuevo tienen respecti- 
vamente las mismas direcciones. 

136. cribir Јаз fórmulas de transformación de coor- 
denadas, si el punto M, (2; —3) está situado en el nuevo 
eje de abscisas, el punto М. (1; —7) está situado on el 
nuevo eje de ordenadas y los ejes de los sistemas de coor- 
denadas primitivo y nuevo tienen respectivamente las 
mismas direcciones. 

137. Dos sistemas de ejes coordenados Ох, Oy y Ox”, 
Oy” tienen un origen común O y se transforman el uno 
en el otro mediante una rotación en cierto ángulo. Las 
coordenadas del punto А (3; —4) están doterminadas respec- 
to al primero de ellos. Deducir las fórmulas de transforma- 
ción de coordenadas, sabiendo que la dirección positiva 


del eje Ох” está definida por el segmento DA. 
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138, El ejo de coordenadas se ha trasladado al punto 
0” (—1, 2), y los ejes coordenados han girado un ángulo 
a = arctg 15: Las coordenadas de los puntos M, (3; 2), 
М, (2; —3) y М, (13; —13) están determinadas en el 
nuovo sistema. Determinar las coordenadas de estos mis- 
mos puntos en el sistema de coordenadas primitivo. 

139. Dados tres puntos: A (5; 5), В (2; —1) y C (12; —6), 
hallar sus coordenadas en el nuevo sistema, si el origen 
de coordenadas se ha trasladado al punto B y los ejes coor- 


denados han girado un ángulo о = arctg <> 


140. Determinar las coordenadas primitivas del nuevo 
origen у el ángulo о, en el que han girado los ejes, si las 
fórmulas de transformación de coordenadas se dan mediante 
las siguientes igualdade: 
4) r= ру +3, у= 2, 2) т=—'—1, y=-—y +3; 

з 5 5 

3) == 02. My yo у= y 

141. Se han dado dos puntos: M, (9; —3) y М» (—6; 5). 
El origen de coordenadas se ha trasladado al punto M, 
y los ejes coordenados han girado do manera que la direc- 
ción positiva del nuevo eje de abscisas coincide con la 
dirección del segmento M,M,. Deducir las fórmulas de 
transformación de coordenadas. 

142. El eje polar de un sistema de coordenadas pola- 
res es paralelo al eje de abscisas de un sistema cartesiano 
rectangular y Меле la misma dirección que él. Se han 
dado las coordenadas cartesianas rectangulares del polo 


О(4; 2) y las coordenadas polares de los puntos M; (7; $), 


л 2 
м. (8; 0, м, (5:5). M (35a) y m (23-4). 
Determinar las coordenadas de estos puntos оп el sistema 
cartesiano rectangular. 

143. El polo de un sistema de coordenadas polares соіп- 
cide con el origen de coordenadas de un sistema carte- 
siano rectangular, у el eje polar tiene la dirección 
de la bisectriz del primer ángulo coordenado. Se han da- 


do las coordenadas polares de los puntos м. (5; 2). 


м, (—&).,м,(;Фя4). м, (6-я) y 
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М, »(2 -%) + Determinar las coordenadas cartesianas 
rectangulares de estos puntos. 

144. El eje polar de un sistema de coordenadas pola- 
res es paralelo al ejo de abscisas de un sistema cartesiano 
rectangular y tiene la misma dirección que él. Se han dado 
las coordenadas cartesianas rectangulares del polo O (3; 2) 
y de los puntos 

М, (5; 2), M2(3; 1), Ma (3; 5), 
M.(34+V2,2—V2) y Ms(34+V3; 3). 


Determinar las coordenadas polares de estos puntos. 

145. l polo de un sistema de coordenadas polares 
coincide con el origen de coordenadas cartesianas rectan- 
gularos, y el eje polar tiene la dirección de la bisectriz del 
primer ángulo coordenado. Se han dado las coordenadas 
cartesianas rectangulares de los puntos 


Mi(—1451), M, (у; —V2), Ma (1; V3), 
M: (—V3; 1) y M; (2V3; —2). 


Determinar las coordenadas polares de los mismos. 
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ECUACION DE UNA LINFA 


$ 8. Función de dos variables 


Si existe una ley, según la cual а cada punto M del plano (o de 
alguna parto del plano) se 10 pone en correspondencia un númoro u, 
se dice que en el plano (o en la parte del plano) «está dada una función 
del punto»; ésta зо expresa mediante una igualdad de la forma и = 
жу (20 El número и que corresponde al punto М, se llama valor 
de la función en el punto М. Por ojomplo, si А es un punto fijo del 
plano y М сз un punto arbitrario, la distancia desde A hasta М es una 
unción del punto М. En esto caso, /(М) = AM. 

Supongamos que se ha dado una función u = / (М) y a la voz 
un sistema de coordenadas, Entonces, cada punto arbitrario M se 
determina por sus coordenadas z, y. Do acuerdo a esto, el valor de la 
función en el punto М se determina por las coordenadas =, y, о dicho 
do otro modo, и = f (M) es una función do dos variables z e y. 
función do dos variables z, y se indica con la notación / (z, y); 
[an = / (z, y), la fórmula и = j (z, у) so lama expresión de la 
función on el sistema de coordenadas elegido. Así, on ol ejemplo ante- 
rior f (M) == AM y en un sistema йо coordenadas cartesiano recta 
gular con el origen en el punto А, la expresión de esta función ser 


u= VAR 

146, Se han dado dos puntos Р y Q, la distancia entre 
los cuales es igual a a y la función f (М) = dí — dí, donde 
d, = MP y d} = МО. Determinar la expresión de esta fun- 
ción, si el punto P se ha tomado como origen de coorde- 
nadas y el oje Ox está dirigido por el segmento PQ. 

11147. Con los datos del probloma 146, determinar la 

expresión de la función f(M) (directamente y mediante 
una transformación de coordenadas, aplicando el resultado 
del problema 148), si: ЖЫ 

1) el punto medio del segmento PQ se ha tomado como 
origen de coordenadas y el eje Oz tiene la dirección del 
segmento PQ; 


м 


2).el punto P se ha tomado como origen de coorde- 
nadas y el eje Ox tiene la dirección del segmento ОР. 

148. Dados un cuadrado ABCD con el lado a y una 
función f (M) = d + @ + 3 + dí, donde d, = МА, d, = 
= МВ, аз = МС у а, = MD, determinar la expresión 
de esta función, si las diagonales del cuadrado se han tomado 
como ejes de coordenadas (el eje Ox tiene la dirección del 
segmento АС у el eje Oy, la dirección del segmen- 
to BD). 

149. Con los datos del problema 148, determinar la 
expresión de la función f (М) (directamente y mediante 
una transformación de coordenadas, aplicando el resultado 
dol problema 148), si el punto A se ha tomado como ori- 
gen de coordenadas y los ejes de coordenadas están diri- 
gidos por sus lados (el eje Oz por el segmento AB y el eje 
Oy por el segmento AD). 

150. Dada la función f(x, y) = 22 + y? — бл + 8y, 
determinar la expresión de esta función en el nuevo sistema 
de coordenadas, si el origen de coordenadas se ha trasladado 
(sin cambiar la dirección de los ejes) al punto O” (3; —4). 

151. Dada la función f (=, y) 2 — y? — 16, determi- 
nar la expresión de esta función en el nuevo sistema de coor- 
denadas, si los ejes de coordenadas han girado un ángulo 
de —45%. 

152. Dada la función f (z, y) = 22 + y?, determinar la 
expresión de esta función en el nuevo sistema de coorde- 
nadas, si los ejes de coordenadas han girado un ángulo œ. 

153. Hallar un punto, en el que, al trasladar el origen 
de coordonadas а él, la expresión de la función f (z, y) = 
= z? — 4y? — бх + 8у + 3, después de Ја transformación, 
no contenga términos de primer grado respecto a las nuevas 
variables. 

154. Hallar un punto, en el que, al trasladar el origen 
de coordenadas a él, la expresión de la función f (z, y) = 
= a? — 42у + 4y? + 22 + y — 7, después de la transtor- 
mación, no contenga términos de primer grado respecto a las 
nuevas variables. 

155. ¿Qué ángulo tienen que girar los ejes coordenados 
para que la expresión de la función f (z, у) = a? — 22у + 
+ y? — бе + 3, después de la transformación, no contenga 
el término del producto de las nuevas variables? 
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156. ¿Qué ángulo tienen que girar los ejes coordena- 
dos para que la expresión de la función f (=, y) = 32° + 


+ 2 V 3xy + y’, después de la transformación, no contenga 
el término del producto de las nuevas variables? 


$ 9. Concepto de ecuación de una línea. 
Determinación de la línea mediante una ecuación 


Una igualdad de la forma F (т, y) = 0 so Пата ecuación de dos 
variables т, y, si no se verifica para cualquier par de números т, y. 
También se dice que dos números z = то, y = yo satisfacen a una ecua- 
ción de la forma F (z, y)=0, si al sustituir estos números en la ecua- 
ción, en lugar de las variables z e y, el primer miembro se convier- 
te en cero. 

Se llama ecuación de una línea dada (on ol sistema de coordenadas 
ао) a una ecuación de dos variables que satisfacen a las соогде- 
nadas de cualquier punto situado en la línea y quo no satisfacen a las 
coordenadas de ningún otro punto situado fuera de ella, 

En adelante, en lugar de la expresión «se ha dado la ecuación 
de la línea F (=, y) = O» diremos, frecuentemente, de modo más abro- 
viado: so ha dado la línea F (z, у) = 0. 

Si so han dado dos líneas Z (z, y) = 0 y Ф (=, y) = 0, la solu- 
ción común del sistema 

( F (z, y)=0, 
O (z, y)=0 
proporciona todos Jos puntos do su intorsección. Con más exactitud, 
cada рар do númoros quo es solución común de este sistema determina 
unoado los puntos de intersección. 


157. Dados los puntos*) M, (2; —2), My (2; 2), М, (2; 
—1), Mi (3; —3), Ms (5; —5), М, (3; —2), determinar 
cuáles de estos puntos están en la línea definida por la 
ecuación х + у = 0 y cuáles no están en ella. ¿Qué línea 
define esta ecuación? (Representarla en el plano). 

158. En la línea definida por la ecuación z? + y? = 25, 
hallar los puntos cuyas abscisas son iguales a los siguien- 
tes números: a) 0, Б) —3, с) 5, d) 7; hallar en esta línea 
los puntos cuyas ordenadas son iguales a los siguientes 
números: е) 3, f) —5, g) —8. ¿Qué línea se define por esta 
ecuación? (Representarla en el plano). 

159. Determinar las líneas que están dadas por las 
ecuaciones (construirlas en el plano): 

= 0; 


+) En los casos en que по se nombro el sistoma de coordenadas, 
se supone que es cartesiano rectangular. 
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7) z =0; 8) y = 0; 9) *—2y=0; 10) xy+ y* =0; 
М) 2 — y? = 0; 12) ху = 0; 13) y? — 9 = 0; 
14) z? — Ве „15 = 0; 15) y? + 5y +4 = 0; 
16) а?у — Tey + 10у = 0; 17) у = |= |; 18) == |у Б 
19) у + 121= 0; 20) + [y 1 = 0; 
21) y =|2—1| 22) у= [2+ 2]; 23) 2+92=16; 
24) (е — 2% + (y — 1? = 16; 25) (= +5) + (y — 1)#=9; 
26) (z — 1)# + y = 4; 27) E + (y + 3} 
28) (æ — 3) + y? = 0; 29) Y + 2y* 
30) 24° + 3y? + 5 = 0; 31) (z — 2)? + (y + 3) +1 = 0. 
160. Dadas las líneas: 
1) z + y = 0; 2) z — y = 0; 3) 21 + y? — 36 = 0; 
4) а py — 2e +y = 0; 5) € у? +42 — by —1=0, 
determinar cuáles de ellas pasan por el origen de coorde- 


nadas. 
161. Dadas las líneas: 


1) а +y = 49; 2) (1 — 3) 4 (y +49 = 25; 

3) (= 469 + (y — 3) = 25; 4) (z +5} + (y — 4} = 9; 
5) а + y? — 122 + 16y = 0; 6) э + y? — 22484470; 
72% +y — be +4y 412=0, 
hallar sus puntos de intersección: a) con el eje Oz; b) con 


el ejo Oy. 
162. Hallar los puntos de intersección de las dos líneas: 


4) z +y = 8, z—-y=0; 
2) z? p- y? — 162 44у +18 = 0, z фу = 0; 
3) 22 +y? — 2= + 4y — 3 = 0, z? + y? = 25; 
4) 22 фу — 8e +10 440 = 0, 0% 4y=4 
163. En un sistema de coordenadas polares se han 
dado los puntos 


м\(1:4), Ma3 0. Mah). 


M, (ИЗ. т) у Ms (1: а) A 


Determinar cuáles de estos puntos están en la línea 
definida por la ecuación dada en coordenadas polares р = 
=2c0s0 y cuáles по lo están. ¿Qué línea está definida 
por esta ecuación? (Representarla gráficamente). 

164. En la línea definida por la ecuación P= себ, 
ballar los puntos cuyos Ángulos Ботаев son iguales a los 
siguientes números: а) 5-, 1) —F, с) 0, d) +. ¿Qué 


línea está definida por esta ecuación? (Construirta en el 
plano). 

165. En la línea definida por la ecuación pez, 
hallar los puntos cuyos radios polares son iguales a los 
siguientes números: а) 4, b) 2, с) V2. ¿Qué línea está 
definida por esta ecuación? (Construirla en el plano). 

166. Determinar las líncas que se determinan en coor- 


donadas polares рог las siguientes ecuaciones (construirlas 
en el plano): 


ИИ Ж 
i: 2 0өӨ=2;3)у0=—2; 


4) pcos0=2; 5) psen0=1; 6) p=6c050; 
7) p=10sen0; 8) son0=4; 9) senp= 


1p= 


167. Construir en el plano las siguientes espirales de 
Arquímedes: 


1) р=26; 2) p=50 3) ре; 4)p=-2. 


168. Construir en el plano las siguientes espirales 
hiperbólicas: 


Do=4: 2) ре 5; З)р=®; 4) ре 0. 


169. Construir еп el plano las siguientes ospirales 
logarítmicas: 


1) р=25 р= (4) 


170. Determinar las longitudes de los segmentos inter- 
secados por la espiral de Arquímedes 


p=30 


3+ 55 


en el rayo que parte del polo con una inclinación al eje 
polar de un ángulo 9 =. Hacer el dibujo. 
171. En la espiral de Arquímedes 


5 
p= 2 


dio polar es igual a 47. 


se ha tomado un punto С cuyo 
le esta espiral el radio 


Determinar en cuántas partes di 
polar del punto C. Hacer el dibujo. 
172. En la espiral hiperbólica 


в 
=F 
hallar un punto P, cuyo radio polar sea igual a 12. 


Hacer el dibujo. 
173. En la espiral logarítmica 


p=3 


hallar un punto 0, cuyo radio polar sea igual а 81. 
Hacer el dibu jo. 


$ 10. Deducción de las ecuaciones de líneas 
previamente dadas 


En los problemas dol párrafo anterior, la línea estaba definida 
mediante la ecuación dada. Aquí consideraremos problemas de carác- 
ter inverso: ел cada uno de ellos la curva so define geométricamento 
y ыйы hallar su ecuación. 

Ejemplo 1. Deducir on un sistoma de coordenadas сагіозіа- 
no rectangular la ecuación dol lugar goométrico do los puntos, cuya 
suma de los cuadrados do distancias a dos puntos dados А, (—a; 
0) y Az (a; 0) sea una cantidad constante, igual а 4a?. 

Solución. Indiquemos con la letra M un punto arbitrario 
de la línea y con las letras z е y las coordenadas do este punto. Сото 
ol punto M puedo ocupar cualquier posición en la línea, z о y воп 
cantidades variables, llamadas coordenadas variables. 
al Escribamos simbólicamento la propiodad geométrica de esta 

пса: 


(МА,)%-+ (MA)? = 44°. (1) 


Al moverse el punto M, en esta igualdad pueden variar las lon- 
gitudos MA, y МА». Sus oxpresiones mediante las coordenadas varia- 
los del punto М зо 


MA Уау, Mee Уса. 
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Sustituyendo estas expresiones obtenidas оп la igualdad (1), hallamos 
la ecuación que relaciona las coordenadas z о y del punto М: 

(24024 y94 (2—a)34 y? = 42, (2) 
Esta es la ecuación de la línea dada. 

En efecto, para cada punto M situado en esta línea, se cumplo 
la condición (1) y, por consiguiente, las coordonadas del punto Af 
satisfacen a la ocuación (2); para cada punto M no situado cn la línea, 
по se cumple la condición (1) у, por lo tanto, sus coordenadas no 
satistacon а la ecuación (2). 


Así pues, ol problema está resuelto. Se puode, sin embargo, 
simplificar la ecuación (2); abriendo paréntesis y reduciendo los tórmi- 
nos semejantes, obtenemos la ecuación do la Jínea dada en la forma 

¿14 yaa, 
Ahora so observa fácilmento que la línea dada es una circunferencia 
con el centro en el origen do coordenadas y сов el radio igual а а. 

Ejemplo 2 Deducir en ol sistema de coordonadas polares 

p ecuación lo la circunforencia con el contro С (po; Bo) y con el radio r 

E solución. Designemos con la letra M un punto arbitrario 
do la circunforoncia y con las letras р y Ө sus coordenadas polares. 
Como el punto M puede ocupar en la circunferencia una posición 
arbitraria, las cantidades p y 6 son variables, Del mismo modo quo 
оп ol caso del sistema cartesiano, éstas se llaman coordenadas 
variables. 

Todos los puntos de la circunferoncia están а la distancia r del 
centro; escribamos esta condición simbólicamente: 

CM=r.  ] 
Expresomos CM medianto las coordenadas variables dol punto М 
(apliquemos el toorema de los cosenos; fig. 7): 


см =`ү рї + оф——?рер соз (0—00). 
Sustituyondo la oxpresión obtenida on la igualdad (1), hallamos la 
ecuación que relacióna las coordenadas р, Ө del punto M: 

VO Fi 2pop cos (0— бо) =. 10) 
Esta es la ecuación de la circunferencia dada. 
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En efecto, para cada punto М situado en la circunferencia dada, se 
cumplo la condición (1) y, por consiguiente, las coordenadas del 
punto M satisfacen a la ecuación (2); para cada punto M, no situado 
en la circunforencia dada, no so cumple Ја condición (1) y, por lo 
tanto, sus coordonadas no satisfacen a la ecuación (2). 

Así pues, el problema queda resuclto. Se puede tambión simpli- 
ficar un poco la ecuación obtenida y representarla sin radical 


0®— 2рор соз (8 — бе) = г®—р}. 


174. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos que equidistan do los ojes coordenados. 

175. Doducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos que están a una distancia a del eje Oy. 

176. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos que están a una distancia b del oje Oz. 

177. Desde el punto Р (6; —8) se han trazado todos 
los rayos posibles hasta su intersección con el eje de abscisas. 
Hallar la ocuación del lugar geométrico de sus puntos 
modios. 

178. Desde el punto С (10; —3) se han trazado todos 
los rayos posibles hasta su intersección con ol eje de orde- 
nadas. Hallar la ecuación dol lugar geomótrico de sus 
puntos medios. 

179. Hallar la ecuación de la traycctoria del punto 
que en cada momento de su movimiento equidista de los 
puntos: 


1) A (3; 2) y B(2 3); 2) A (5; —1) y B (1; —5); 
3) A (5; —2) y В (3; —2); 4) A (3; —1) y B (3; 5). 


180. Hallar la ecuación del Ingar geométrico de los 
puntos cuya diferencia do los cuadrados de sus distancias 
а los puntos А (—a; 0) y B (a; 0) sea igual а с. 

181. Deducir la ecuación de la circunferencia con 
contro en el origen de coordenadas y radio r. 

182. Deducir la ecuación de la circunferencia con cen- 
bro C (a; В) y radio r. 

183. Dada la ecuación de la circunferencia z? + y? = 25, 
hallar la ccuación del lugar geométrico de los puntos medios 
de las cuerdas de esta circunferencia cuyas longitudes 
sean iguales a 8. 

184. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los 
puntos A (—3; 0) y B (3; 0) sea igual a 50. 
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185. Los vértices de un cuadrado son los puntos А (a; a), 
B (—a; a), C (—a; —a) y D (a; —a). Hallar la ecuación 
del lugar geométrico de los puntos cuya suma de los cuadra- 
dos do sus distancias a los lados de este cuadrado sea una 
cantidad constante, igual а ба?. 

186, Por el origen de coordenadas se han trazado todas 
las cuerdas posibles de la circunferencia (z —8)° + y? = 64. 
Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos 
medios de estas cuordas. 

187. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos en que la suma de sus distancias a dos puntos dados 
F, (3; 0) y F: (3; 0) sea una cantidad constante, igual a 10. 

188. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos en que la diferencia de sus distancias a dos puntos 
dados F, (—5; 0) y Р. (5; 0) sea una cantidad constante, 
igual a 6. 

189. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos, cuyas distancias a un punto dado F (3; 0) sean 
iguales a sus distancias а la recta = +3 = 0. 

190, Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos en que la suma de sus distancias a dos puntos dados 
Е, (—c; 0) y Р (с; 0) sea una cantidad constante, igual 
а 2а. Este lugar geométrico se llama elipse y los puntos F, 
y Ёз se llaman focos de la elipse. 

Demostrar que la ecuación de la elipse es 


а, A 
зат 


donde b? = a? — с2, 

191. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos en que la diferencia de sus distancias a dos pun- 
tos dados Ё, (—c; 0) y Ез (с; 0) sea una cantidad cons- 
tante, igual a 2а. Este lugar geométrico se llama hipór- 
bola y los puntos F, y Fz se Патап focos de la hipérbola. 

Demostrar que la ecuación de la hipérbola es 

з y 
==» 
donde b? = с? — al. 

192. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales sus distancias a un punto dado 


PE; 0) sean iguales a sus distancias a una recta dada 
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== — Ё. Este lugar geométrico se lama parábola, el 


punto F se Пата foco de la parábola y la recta dada, directriz. 

193. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales la razón de sus distancias a un punto 
dado F (—4; 0) respecto a sus distancias a una recta dada 


4а +25 = 0 sea igual а +. 


194. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales la razón de sus distancias a un punto 
dado F (—5; 0) respecto a sus distancias a una recta dada 


5z +16=0 зоа igual a 5. 


195. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales sus distancias mínimas a dos circun- 
ferencias dadas (z +3) py = 1, (= — 3) + y! = 81 
sean iguales entre sí. 

196. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales sus distancias mínimas a dos circun- 
ferencias dadas (z +10)? + y? = 289, (т — 10) + y? = 1 
sean iguales entre sí. 

197. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos para los cuales sus distancias mínimas a una cir- 
cunferoncia dada (ж — 5)? + y? = 9 y a una recta dada 
= 4-2 = 0 sean iguales entre sí. 

198. Una recta es perpendicular al eje polar e inter- 
cepta en él un segmento igual a 3. Hallar la ecuación de 
esta recta en coordenadas polares. 

199. Un rayo parte del polo con una inclinación al 
eje polar de un ángulo <. Hallar la ecuación de este rayo 
en coordenadas polares. 

200. Una recta pasa por el polo con una inclinación 
al ejo polar de un ángulo de 45”. Hallar la ecuación de esta 
recta en coordenadas polares. 

201. Hallar, en coordenadas polares, el lugar gcomé- 
trico de los puntos, cuyas distancias al eje polar son 
iguales а 5. 

202. Una circunferencia de radio А = 5 pasa por el 
polo y su centro está en el eje polar. Hallar la ccuación 
de esta circunferencia en coordenadas polares. 

203. Una circunferencia de radio R = 3 es tangento al 
eje polar en el polo. Hallar la ecuación de esta circun- 
feroncia en coordenadas polares, 
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$ 11. Ecuaciones paramétricas de una línea 


Designomos por las letras z e y las coordenadas do un punto М; 
consideromos dos funciones del argumento t: 
==0 (0, | 
1 
y=Ņ (t). o) 
Al variar ¢, generalmente, también varían las cantidades z o y 
fa POE consiguiónte, so desplaza el punto M. Las igualdades (1) so 
llaman ecuaciones paramótricas де la línoa, quo es la traycctorja dol 
ms М; el argumento ё recibe el nombre de parámetro. Si do las 
gualdades (1) se puede eliminar el parámetro £, obtendremos la coua- 
ción de la trayectoria del punto М en la forma 


F (z, y)=0. 
204. Los extremos de una varilla AB resbalan sobre 
los ejes de coordenadas. El punto M divide la varilla en 


dos partes AM =a y ВМ =b. Deducir las ecuaciones 
paraméótricas del punto M, tomando por parámetro el 
ángulo t= x ОВА (fig. 8). Eliminar después el pará- 
metro t y hallar la ecuación de la trayectoria del punto M 
en la forma F (=, у) = 0. 

205. La trayectoria del punto M ез una elipso, cuya 
ecuación es 25 + = 1 (vénso el problema 190). Deducir 
las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del punto M, 
tomando por parámetro £ el ángulo que forma el segmen- 
to OM con el eje Oz. 

206. La trayectoria del punto M cs una hipérbola, 
cuya ecuación es 25 — $: = 1 (véase el problema 191). 


Deducir las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del 


4 


punto М, tomando por parámetro £ el ángulo que forma 
el segmento ОМ соп el eje Oz. 

207. La trayectoria del punto M es una parábola, 
enya ecuación es y? = 2px (véase el problema 192). Dedu- 
cir las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del pun- 
to М, tomando por parámetro t: 

1) la ordonada del punto M; 

2) el ángulo que forma el segmento OM con el eje Oz; 

3) el ángulo que forma el segmento FM con el eje Ох, 
siendo cl punto F el foco de la parábola. 

208. Dadas las ecuaciones polares de las siguiontes 
líneas: 

4 cos 0 
1 o= 2Rcos0: 2) р = 2НзепӨ; 3) р = 2р 90, hallar 
las ecuaciones paramétricas de estas líneas en coordena- 
das cartesianas rectangulares, haciendo coincidir el semi- 
eje positivo de abscisas con el eje polar y tomando por 
parámetro el ángulo polar. 

209. Dadas las ecuaciones paramétricas de las líneas 


1) 2=84-2+41, | 2) 2=acost, } 3) 2=asect, 


у=1—1; у= а sent; у= 066; 
ga=e(i44),y 9) #=2R cost, 
El r) y=Rson 2t; 
у= (t-37): 
6) 


ж = зеп 2t, } а 
y =2Rson t; y=2pctgt; 


oliminando el parámetro £, hallar las ecuaciones de estas 
líneas de la forma 


Е (e, у) = 0. 


ш 
Саришо 


LINEAS DE PRIMER ORDEN 


$ 12. Forma general de la ecuación de la recta. 
Ecuación de la recta en función del 
coeficiente angular. 
Angulo de dos rectas. Condición de paralelismo y de 
perpendicularidad de dos rectas 


En coordenadas cartesianas, cada recta se detormina por una 
ecuación de primer grado y, recíprocamente, cada ecuación de primer 
grado determina una recta. 

La ecuación de la forma 

Ar+By4C=0 (1) 
so Шата ecuación general de la recta. 

El angula a, definido como muestra la fig. 9, so Пата ángulo de 
inclinación de la recta respecto al eje Oz. La tangento del ángulo de 


Y 


0 2 
Fig. 9. 


inclinación de la recta respecto al oje Oz se llama coeficiente angular 
de la recta y se designa ordinariamente con la lotra 4: 
k=iga. 

La ecuación у = kz + b se Лата осивсіби do la recta en fun- 
ción del cocficiente angular; l es el cooficiente angular y b es la mag- 
nitud del segmento quo intercopta la rocta en ol ojo Oy desdo ol origen 
de coordenadas. 

Si la ecuación do la rocta so da en su forma general 

Azx+By+4C=0, 
su coeficiente angular se determina por la fórmula 
A 


ka + 


B’ 
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La ecuación y — yo = k (т — zo) es la ecuación de la recta que 
pasa por el punto Mo (Zo; yo) y tiene el coeficiente angular К. 

Sí la recta pasa por Los puntos Ma (тү; y:) y M2 (ze; уз) su cocli- 
ciente angular se dotermina por la fórmula 


poa. 


я жат 
La ocuución 


ЛИШИ тъ /\ 
TE 52—71 
os la ecuación do la recta que pasa por dos puntos 
Mi (255 yd y Ма (22; ya). 

Si so conocen los coeficientes angulares de dos rectas ki у ka, 
uno do los ángulos Ф formado por estas rectas so determina por la 
fórmula 

ka— ky 
ЧФ TEE 

El criterio de paralelismo do dos roctas es la igualdad do sus 
coeficientes angulares bal 

1= ka. 


El criterio de perpendicularídad de dos roctas es la rolación 
1 
kik3=—1 о kg=-—. P 
ika o а= тс 


Es decir, los coeficientes angulares de dos rectas perpendiculares 
son recíprocos en valor absoluto y contrarios de signo. 


210. Determinar cuáles de los puntos №, (3; 1), M2 (2; 3), 
Ms (6; 3), М (—3; —3), Ms (3; 1), М (—2; 1) están 
situados en la recta 

2x—3y—-3=0 
y cuáles no lo están. 

211. Los puntos Pi, Pa, Рз, Pa y Р, están situados en 

la recta 

Зх — 2y — 6 = 0; 
sus abscisas son iguales respectivamente a los números: 
4,0, 2, —2 y —6. Determinar las ordenadas de estos puntos. 

212. Los puntos О,, Qz, Оз, Q4 y Qs están situados en la 

rocta 
= — Зу +2 = 0; 
sus ordenadas son iguales respectivamente а los números: 
1,0, 2, —1, 3. Determinar las abscisas de estos puntos. 
213. Determinar los puntos do intersección de la recta 


22 —3y—12=0 
con los ejes coordenados y construir esta recta en el plano. 
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214. Hallar el punto de intersección de dos rectas 
За — 4р — 29 = 0, 2z +5y +19=0. 


215. Los lados AB, ВС у АС del triángulo ABC son 
dados mediante sus ecuaciones correspondientes *) 


4r +3y — 5 = 0, z — 3y 410=0,2—2=0. 
Determinar las coordenadas de sus vértices. 
216. Dadas las ecuaciones de dos lados de un paralelo- 
gramo 
8z +48y4+1=0, 224+y-1=0 
y la ecuación de una de sus diagonales 
З= +2 +3 = 0, 


determinar las coordenadas de los vértices de este paralelo- 
gramo. 
217. Los lados de un triángulo están en las rectas 


245y=7=0, 3За—2у—4=0, Tz +y 4-19 =0. 


Calcular su área 5. 

218. El ároa do un triángulo es $ = 8 unidades cuadra- 
das; dos de sus vértices son los puntos А (1; —2), B (2; 3) 
y el tercer vértice С está en la recta 


22 +y-2=0. 


Determinar las coordenadas del vértice С. 

219. El área de un triángulo es S = 1,5 unidades 
cuadradas; dos do sus vértices son los puntos 4 (2; —3) 
y В (3; —2) y el centro de gravedad do este triángulo está 
en la recta 

32у 8 = 0. 


Determinar las coordenadas del tercer vértice С. 
220. Hallar la ecuación de la recta y trazar ésta en 
el plano, conociendo su coeficiente angular k y el segmen- 


*) Aquí y en lo sucesivo, la fraso elas ecuaciones do los lados» 
Неде el sentido de las ceuaciónes de las reotas en las que estón Jos 
ados. 
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to b que ella intercepta en el eje Oy; 
1) k=, 03; 2) k=3, b=0; 3) k=0, b=-2; 
4)k=—2, b=3; 5)k=-2, b= —5; 
5 ЧЕ 
6) Е =з Фет 
221. Determinar el coeficiente angular Ё y el segmonto b 
que intercepta on el ej oy cada una de las rectas: 
1) 5z—y +3 2) 22 +3y — 6 = 0; 
3) 52 + 3y +2 = 0; аа ao; ay- 
222, Se da la recta 
5z +3y – 3 = 0. 
Determinar ol coeficiente angular А de la recta: 
1) paralela a la recta dada; 
2) perpendicular a la recta dada. 
223, Se da la recta 
25 + 3у +4 = 0. 
Hallar la ecuación de la recta que pasa рог ol punto 
Mo (2; 1): 
1) paralela a la recta dada; 
2) perpendicular a la recta dada. 
224. Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectángulo 
2e — 3y +5 = 0; 3z 42 — 7 = 0 
y uno de sus vértices A (2; —3), hallar las ecuaciones de los 
otros dos lados de este rectángulo. 
225. Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectángulo 


x — 2y = 0, х — 2y +15 = 0 
y la ecuación de una de sus diagonales 
Tz +y — 15 = 0, 


hallar los vértices del rectángulo. 
226. Hallar la proyección dol punto Р (—6; 4) sobre 
la recta 


4z — 5у +3 = 0. 


227. Hallar un punto Q simétrico al punto P (—5; 13) 
relativo a la recta 
22 — 3y — 3 = 0. 
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228. Hallar en cada uno de los casos siguientes la ecua- 
ción de la recta paralela a las dos rectas dadas y que pasa 
por el medio de ellas: 

1)32—2y-1=0, 2) 5r +y +3=0, 
3z — 2y — 13 5r +y —17 = 
3) 2x +3y —6 = 0, 4) 5z +7y +15 = 
4х + бу +17 ; 5e +70 +3 
5) Зх — 15у — 1 = 0, 
æ — 5у — 2 = 0. 

229. Calcular el cocficiente angular k de la recla que 
pasa por dos puntos dados: 

а) М, (2; —5), М, (3; 2); b) P (3; 1), Q (7; 8); 
с) A (5; —3), В (A; 6). 

230. Hallar Jas ecuaciones de las rectas que pasan por 
los vérticos del triángulo A (5; —4), B (—1; 3), С (3; —2) 
y son paralelas a los lados opuestos. 

231. Dados los puntos medios de los Jados de un trián- 


gulo: 
М, (2; 4), M2 (5; 3) y М; (3; —4), 


hallar las ecuaciones de sus lados. 

232. Dados dos puntos: Р (2; 3) y © (—1; 0). hallar 
la ecuación de la recta que pasa por el punto Q, porpondi- 
cular al segmento PQ. 

233. Hallar la ecuación do la recta, si el punto ? (2; 3) 
es la base de la perpendicular bajada del origen de coor- 
denadas a esta recta. 

234. Dados los vértices do un triángulo A, (2; 1), 
M,(—1; —1) y M,(8; 2), hallar las ecuaciones de sus 
alturas. 

235. Los lados de un triángulo se dan por sus оспа- 
ciones 


4x — y — 7 = 0, z +3y— 31 = 0, = +5y—7=0. 


Hallar el punto de intersección de sus alturas. 

236. Dados los vértices de un triángulo А (1; —1), 
В (2; 1) y С (3; 5), hallar la ecuación de la porpendi- 
cular bajada desde el vértice А a la mediana, trazada 
desde cl vértice B. 

237. Dados los vértices de un triángulo А (2; —2), 
B (3; —5) y С (5; 7), hallar la ecuación de la perpendicular 
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bajada desde el vértice С a la bisectriz del ángulo interno 
del vértice A. 
238. Hallar las ecuaciones de los lados y do las medianas 
del triángulo que tiene los vértices А (3; 2), B (5; —2), 
4: 


239. Por los puntos M, (—1; 2) y M»(2; 3) se ha 
trazado una recta. Determinar los puntos do intersección de 
esta recta con los ejes coordenados. 

240. Demostrar que la condición, según la cual tres 
puntos M, (21, Y1), Me (22; уг) y Мз (Zs; уз) están situados 
en una recta, puede escribirse еп la forma siguiente: 


a yd 
22 Ya 1 
la Ys 1 


241. Demostrar que la ecuación de la recta que pasa 
рог dos puntos dados M, (т; yı) Y М. (ха; уз), puedo 
escribirse cn la forma siguiente: 


=0. 


E A 
a ой 1 
вй 1 


242. Dados los vértices consecutivos de un cuadrilátero 
convoxo А (—3; 1), B (3; 9), С (7; 6) y Ш (—2; —6), 
determinar el punto de intersección de sus diagonales. 

243. Dados dos vértices adyacentes А (—3; —1) 
y B (2; 2) de un paralelogramo ABCD y el punto Q (3; 0) 
de intersección de sus diagonales, hallar las ecuaciones de 
sus lados. 

244. So dan las ecuaciones de dos lados de un rectán- 
gulo 5x +2y — 7 = 0, 5z + 2y — 36 = 0 y la ecuación 
de una do sus 


Hallar las ecuaciones de los otros lados у de la otra diagonal. 

245. Dados los vértices de un triángulo А (1; —2), 
В (5; 4) y С (—2; 0), hallar las ecuaciones de las bisec- 
trices de los ángulos interno y externo del vértice A. 

246. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto Р (3; 5) а igual distancia de los puntos А (—7; 3) 
y B (11; —15). 

247. Hallar la proyección del punto Р (—8; 12) sobre 
la recta que pasa por los puntos А (2; —3) у B (5; 4). 
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248. Hallar un punto M,, simétrico al punto Af; (8; —9), 
relativo a la recta que pasa por los puntos А (3; —4) 
у В(—1; —2). 

249, Hallar, en el eje de abscisas, un punto 2 de manera 
que la suma de sus distancias a los puntos M (1; 2) y N (3; 4) 
sea mínima. 

250. Hallar, en el eje de ordenadas, un punto Р de 
manera que la diferencia de sus distancias a los puntos 
М (—3; 2) y N (2; 5) sea máxima. 

251. Hallar en la recta 22 — y — 5 = 0 un punto Р de 
manera que la suma de sus distancias a los puntos А (—7; 1), 
В (—5; 5) sea mínima. 

252. Hallar en la recta З= — y 
de manera que la diferencia de sus 
A (4; 1) y B(0; 4) sea máxima. 

253. Determinar el ángulo q formado por las rectas 


3z +2y=0; 

, 2e 43у — 3 = 0; 
3) z — 2y —4 = 0, 22 — 4) +3 = 0; 
5z — 2y +3 = 0. 


1=0 un punto P 
tancias a los puntos 


254. Dada la recta 
22 43у +4 = 0, 


hallar la ecuación do la recta que pasa por el punto Mo (2; 1) 
y forma un ángulo de 45° con la recta dada. 

255. El punto A (—4; 5) es un vértice del cuadrado 
cuya diagonal está en la recta 

Tz — у +8 = 0. 

Hallar Jas ecuaciones de los lados у de la segunda diagonal 
do este cuadrado. 

256. Dados dos vértices opuestos de un cuadrado 
A (—1; 3) y С (6; 2), hallar las ecuaciones de sus lados. 

257. El punto £ (1; —1) es el centro de un cuadrado, 
uno de cuyos lados está en la recta 


ж — 2y +12 = 0. 


Hallar las ecuaciones de las rectas еп las que están los 
otros lados de este cuadrado. 

258. Desde el punto Ma (—2; 3) se ha dirigido hacia 
el eje Oz un rayo de luz con una inclinación de un ángulo œ. 
Se sabe que tg a = 3. El rayo se ha reflejado del oje Oz. 
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Hallar las ecuaciones de las rectas cn la que están los rayos 
incidente y reflejado. 
259. Un rayo de luz va dirigido por la recta z — 2y + 
+5 = 0. Al llegar a la recta 3z — 2y +7 = 0 зе ha refleja- 
do de ella. Hallar la ecuación de la recta еп la que está 
el rayo reflejado. 
260. Dadas las ecuaciones de los lados de un triángulo 


З= + 4y — 1 = 0, z — Ty — 17 = 0, T£ + y +31 = O, 


demostrar que este triángulo es isósceles. Resolver este 
problema comparando los ángulos de este triángulo. 

261. Demostrar que la ccuación de la recta quo pasa por 
el punto М, (z; yı) y es paralola а la recta 


Ах + Ву +С = 0, 
puedo escribirse оп la forma siguiente: 
А (z — zı) +B (y — и) = 0. 
262. Hallar la ecuación de la recta quo pasa por el punto 
М, (2; —3) y es paralela a la recta: 
1) 3z — Ty +3 = 0; 2) +9 — И = 0; 
3) 16x — 24y — 7 = 0; 4) 22 +3 = 0; 5) 3y — 1 = 0. 
Resolver el problema sin calcular los coeficientes angulares 
de las rectas dadas. 
Nota. Aplicar el resultado del problema anterior. 


263. Demostrar que la condición de perpendicularidad 
de las rectas 


Ax + Ву +C, = 0, Agr + Bay +C: 0 
puedo escribirse сп la forma siguiente: 
АА: + В.В, = 0. 


264. Determinar qué pares de rectas son perpendiculares: 


Resolver el problema sin calcular los coeficientes angulares 
de las rectas dadas. 


Nota. Aplicar 1а condición de perpendicularidad de las rectas 
deducida en el problema 263. 

265. Demostrar que la fórmula para determinar el 
ángulo q formado por las rectas 


Air 4- By +01 =0, Аш + By +C: = 0 
puede escribirse en la siguiente forma: 
266. Determinar cl ángulo q formado por las dos rectas: 
1) 3r—y+5=0, 2) ¿V2-yV3-5=0, 
22+у—7=0;  (84+12)2+(V6—-V3) y47=0; 
3) -VI4+yV2-2=0, 
2V6—3y+3=0. 


Resolver el problema sin calcular los coeficientes angulares 
de las rectas dadas. 

Nota. Aplicar la fórmula obtenida en el problema 265 para 
determinar vl ángulo formado por dos rectas. 

267. Dados dos vértices de un triángulo М, (—10; 2) 
y М» (6; 4), cuyas alturas se cortan en el punto N (5; 2), 
determinar las coordenadas del tercer vértico My. 

268. Dados dos vértices А (3; —1) y B (5; 7) del trián- 
gulo ABC y el puuto N (4; —1) de intersección de sus 
alturas, hallar las ecuaciones de los lados de esto triángulo. 

269. En е1 triángulo ABC se dan: la ecuación dol la- 
do AB, que es 57 — 3y + 2 = 0, y las ecuaciones de Jas 
alturas AN y BN, que son respectivamente 4х — Зу +1 = 0 
у 7z +2y — 22 = 0. Hallar las ccuaciones de los otros 
dos lados y de la tercera altura. 

270. Hallar las ecuaciones de los lados del triángulo 
ABC, si se dan uno de sus vértices А (1; 3) y las ecuacionos 
de dos medianas 
f z—2y4-1=0 e у—1=0. 


271. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 
si so dan uno de sus vértices B (—4; —5) y las ocuaciones 


4 5 


de dos alturas 
5х + 3y—=4=0 у 32+8y + 13 = 0. 

272. Hallar las ссчасіопез de los lados de un triángulo, 
conociendo uno de los vértices A (4; —1) y las ecuaciones 
de dos bisectrices 

z=1=0 y z—-y—-1=0. 

273. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 
conociendo uno de sus vértices B (2; 6) y las ecuaciones de la 
altura æ — 7y + 15 = 0 y de la biscctriz Tz + y + 5 = 0, 
trazadas desde uno de sus vértices, 

274. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 
conociendo uno de sus vértices B (2; —1) y las ecuaciones 
de la altura 

3х — 4у + 27 = 0 
у de la bisectriz 
24+2-5=0, 


trazadas dosde diferentes vértices. 
275. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 
conociendo uno de sus vértices С (4; —1) y las ecuaciones 


do la altura 
2z — 3у + 12 = 0 
у de la mediana 
2r + Зу = 0, 


trazadas desde un vértice. 
276. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 
conociendo uno de sus vértices В (2; —7) y las ecuaciones 


de la alura 
З +у +1 = 0 
y de Ја mediana 


=+20 +7 = 


trazadas desde diferentes vérticos. 

277. Hallar las ecuaciones do Jos lados do un triángulo, 
conociendo uno de sus vérticos С (4; 3) y las ecuaciones 
de la bisectriz 


2+ 20 -5=0 


y de la mediana 
4z + 18у —10=0, 


trazadas desde un vértice 
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278. Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, 


conociendo uno de sus vértices А (3; —1) y las ecuaciones 
de la bisectriz 


z—4y+10=0 
y de la mediana 
Gx + 10у — 59 = 0, 
trazadas desdo diferentes vértices. 
279. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
origen de coordenadas y forma con las rectas 
r—y+12=0, 2e+y+9=0 


un triángulo, cuyo área es igual a 1,5 unidades cuadradas. 
280. Entre las rectas que pasan por el punto Р (3; 0) 
hallar una cuyo segmento, comprendido entro las rectas 


ж—у—2=0, 2+y+3=0, 


soa dividido por la mitad en el punto Р. 

281. Por el punto Р (—3; —1) se han trazado todas 
las rectas posibles. Demostrar que el segmento de cada 
una de ellas, comprendido entre las rectas 


= — 2y -3 = 0, 2-2+5=0, 


se divide por la mitad on el punto Р. 

282. Рог el punto Р (0; 1) se han trazado todas las 
rectas posibles. Demostrar que entre ellas no hay una recta 
cuyo segmento, comprendido entre las rectas 


z—2y—3=0, z—2y+17=0, 
sea dividido por la mitad en el punto P. 
283. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 


origen de coordenadas, sabiendo que la longitud de su seg- 
mento, comprendido entro las rectas 


2 —y+5=0, 2r — y + 10 = 
es igual a VTO. 
284. Hallar la ccuación de la recta que pasa por el punto 


С (—5; 4), sabiendo que la longitud de su segmento, com- 
prendido entre las rectas 


z+2y+1=0, 2+2y—1=0, 
es igual a 5. 


$ 13. Ecuaciones incompletas de la recta. 
Discusión de las ecuaciones simulláneas de dos y de 
tres rectas. Ecuación «segmentaria» de la recta 


Si en la ccuación de la recta, dada оп su forma general 
Az+ By 4C=0 10) 


se айша uno o dos de los tres cocficientes (incluyendo el término 
independiente), la ecuación se Hama incompleta. Pueden darse los 
casos siguientes: 

1) C = 0; la ecuación es de la forma Az + By = 0 y determina 
vna yecta que pasa por el origen de coordenadas. 

2 B = 0 (А 5 0); la ecuación es de la forma Ar 4- С 0 
y determina una recta perpendicular al oje Oz. Esta ecuación se puedo 


copresontar de la forma z= а, on la quo a=—£ os la magnitud 


del segmento que intercopta la recta en el eje Oz, purtiendo del origen 
do “coordenadas. 

E C = 0 (A 5 0); la ecuación puedo representarse on 
la forma z = 0 y determina el cje de ordenadas. 

4%) А =0 BEO a es de la forma By- C= 0 

amina una recta perpendicular al cje Oy. Esta ecuación se puede 

representar en la forma у=, en la que б = — f ов la magnitud del 
segmento quo la recta intercepta on el eje Oy, partiendo del origen 
de. coordenadas. 

5) A = 0, C = 0 (B 20); la 
la forma y = O y determina el e 


Si ningimo de los coeficientes de la ecuación (1) es ignal a coro, és- 
ta puede reducirse а La forma 


ї 


puedo representar en 


«уу 2 
Hs (2) 
€ с 
en Ja que a = —G y b == — "уу son las magnitudes do los segmentos 


que intercepta la recta en lus ejes coordenados. 
La vonación (2) se Пата cenación «segmentarias de la recta. 
Si se dan dos rectas mediante las ecuaciones 


Аа By O =0 у Аж-Ейш--С›=0, 


во peden presentar los tres casos siguientes: 
By 
Pa 


‚ las rectas tienen un punto común; 
‚ los rectas son paralelas; 


las rectas coinciden, es decir, las dos ecua- 
mes determ: 


ап una Misma recta, 
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285. Determinar para qué valor de a la recta 
la 2)-- (а — 9) y + За? — 8а + 5 = 0 
1) es paralela al eje de abscisas; 
2) es paralela al eje de ordenadas; 
3) pasa por el origen de coordenadas. 
Fscribie en cada caso la ecuación de la recta, 
286. Determinar рага qué valores de m y љ Ја recta 


(т + 2n — 3) = + (2m —n 1) у + бт +9 = 0 
es paralela al eje de abscisas е intercepta en el cje de orde- 
nadas un segmento igual a (partiendo del origen de 


coordenadas). Escribir la ecuación de esta recta. 
287. Doterminar para qué valores de m y n la recta 


Om — п + 5) х 4 (т 4 Зп – 2) y + 2т {11+ 19 = 0 


es paralela ul eje de ordenadas e intercepta on cl eje de 
abscisas un segmento igual a +5 (partiendo dol origen 
de coordenadas). Escribir la ecuación de esta recta. 

nostrar que, en los casos siguientes, se cortan 
las dos rectas dadas y hallar el punto de su 


1) z + 5y — 35 Зх + 2y — 21 

2) 42 — 0, a — 2y — 17 = 0; 
3) 12r + 15y — 8 = 0, 462 + 9y — 7 = 0; 
4) 81 — 33y —19=0, 12r + 55y — 19 = 0; 


5) 3r + 5—0, y—-2=0. 
289. Demostrar que, en los casos siguientes, son para- 
lelas las dos rectas dadas: 


1) 3r + 5y —4— 0, 62+ 10у +7 ~0; 
2) 2x — 4y +3=0, х—2у—0; 

3) 2r — 1 = 0, 143 
2) y+3=0 5y—1 


0. 


290. Demostrar que, en los casos siguientes, coinciden 
las dos rectas dadas: 


1) 3+5y—4=0, 624 10y—8=0; 
2 2—yV2=0, 212-2y=0; 
3) -Y3—1=0, 


en 
Б 


291. Determinar para qué valores de а у b las dos rectas 
az — 2y —1 = 0, 6r—4y-—b=0 
1) tenen un punto común; 2) son paralelas; 3) coinciden. 
. Determinar para qué valores de т y л las dos rectas 
mz + 8у п = 0, 252+ ту – 1 = 0 
1) son paralolas; 2) coinciden; 3) son perpendiculares. 
293. Determinar para qué valor de m las dos rectas 
(т —1)5+ту—5=0, тх + (2m—1)y+7=0 
se cortan en un punto situado en el eje de abscisas. 
294. Determinar para qué valor de m las dos rectas 
ma + (2m + 3) y + m -+ 6 , 
(От + 1) 2+ (m—t)y+m—2=0 
se cortan en un punto situado еп el eje de ordenadas. 
295. Verificar si se cortan o no en un punto las tres 
rectas en los casos siguientes: 
1) 2z + 3y — 1 = 0, áz — 5y + 5 = 0, 3z — y + 2 = 0; 
2) 3æ—y +3=0, 5r + 3y – 7 = 0, z — 2y — 4 = 0; 
3) 2r —y +1 = 0, z+ 2y — 17 = 0, z + 2y — 3 = 0. 
296. Demostrar que si las tres rectas 
Az + Ву + С, = 0, Ag + By + C2=0, 
Аз + Ву + С, = 0, 
se cortan en un punto, entonces 
Ar В, С, 
А. Br б, 
А, By С, 
297. Demostrar que si 
А, Bs С, 
Аз В. Сб, 
А В, С, 


=0, 


las tres rectas 
Aiz + By+C,=0, Ae + Ву +C¿=0, 
Аз + By + Сз = 0, 
se cortan en un punto о son paralelas. 
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298. Determinar para qué valor de a las tres rectas 
2r— y 3 = 0, = +y 3 = 0, ar + y—13=0 


so cortan еп un punto. 
299. Se dan las rectas: 
1) 22+3y—6=0; 2) 4х — 3y + 24 = 
3) 22 + 3y —9 = 0; 4) 3z — 5y — 2 = 
5) 5z + 2y — 1 = 0. 


Hallar sus ecuaciones «segmentarias» y trazar estas rectas 
оп el plano. 
300. Calcular el área del triángulo que forma la recta 


З= — 4y —12=0 


con los ejes coordenados. 

301. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto 
M, (3; —7) е intercepta en los ejes coordenados segmentos 
iguales y diferentes de ccro (cada segmento se considera 
dirigido a partir del origen de coordonadas). 

302. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto 
P (2; 3) e intercepta en los ejes coordonados segmentos 
de igual longitud, considerando cada segmento desde el 
origen de coordenadas. 

303. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto 
С (1; 1) e intercepta en el ángulo coordenado un triángulo 
de área igual a 2 unidades cuadradas. К 

304. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto 
В (5; —5) e intercepta en el ángulo coordenado un triángulo 
de área igual a 50 unidades cuadradas. 

305. Hallar la ecuación do la recta que pasa por el punto 
Р (8; 6) e intercepta оп el ángulo coordenado un triángulo 
de área igual a 12 unidades cuadradas. 

306. Hallar la ccuación de la recta que pasa por el punto 
Р (12; 6) e intercepta еп el ángulo coordenado un triángulo 
de área igual a 150 unidades cuadradas. 

307. Por ol punto M (4; 3) so ha trazado una recta que 
intercepta en el ángulo coordenado un triángulo de área 
igual a З unidades cuadradas. Determinar Jos puntos de inter- 
sección de esta recta con los ejes coordenados. 

308. Por el punto M, (x,; yı), siendo хуу >0, se ha 
trazado una recta 
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que intercepta en el ángulo coordenado un triángulo de á 
igual a S. Determinar la relación entre las cantidades zı, Ya 
y S para que los segmentos а y b tengan el mismo signo. 


$ 14. Ecuación normal дс la recta. Problema del 
cálculo de la distancia de un punto a una recta 


Dada una recta єп el plano хОу, tracemos por el origen de соо 
donadas una perpendicular a la recta dada y Hamémosla normál 
Señalemos por P vk punto de intersección йе la normal con la rec 
dada y emtablezcamos la dirección positiva de la normal del punto O 
al punto P. 


Sia. es el ángulo polar de la normal y р la longitud dol segmento 
TP (fig. 10), la ecuación de Ja recta dada so puede esoribir on la forma 
z-c0s a- y-sen a — p= Ò; 

lu ecuación de esta forma so liama normal, 
Dados una recta cualquiera y тп punto arbitrario M*; designemos 
por d la distancia del punto M* a la recta dada. Se Пата «desviación» 
del punto M* de la recta (o distancia dirigida) al número -+ d, si ol 
punto dado y el origen de coordenadas están situados a diversos lados 
de la recta dada, y —d. si el punto dado y el origen de coordenadas 
están situados a un mismo lado de la recta dada. (Para los puntos que 
están en la misma recta, б — 0.) Si se dan las coordenadas x*, y* dol 
punto M* y la ecuación normal de la recta z cosa 4- y sena — p=0 
la dovin 6 del punto M* de esta recta se puede calcular por la 
баша 


ò= zt соч a+ yt зеп ор. 
De esta manera, para hallar la desviación de cnalquier punto M* 
de la recta dada es necesario sustituir en el primer miembro de la 
ecuación normal do esta recta las coordenadas variables por las coor- 
denadas det punto M*. El número obtenido es igual a la desviación 
buscada. 

Para ПаПаг la distancia d del punto a la recta es suficiente cal- 
cular la desviación y tomar sa módulo: 


a=101. 
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se da la ecuación general de la recta Ax4-By } C= 0, para 
reducirla а la forma normal es necesario multiplicar todos los tér- 
minos de esta ecuación por el factor normalizador p, que se define 
por la fórmula 
1 
AS 


мы е = ЖЫ 

VAR 
El signo del factor normalizador tiene que ser contrario al signo del 
término independiente de la ecuación que se normaliza. 


309. Doterminar cuáles de las ecuaciones siguientes 
de las rectas son normales: 


£y-3=0 22 


3 
A 
Шу—2-@; 


0; 


3 да-80+2=0; 4 дг 
5) —242=0; 6) r—2=0; 7) 2+2=0; 8) —y—2=0, 


310. Reducir, en los casos siguientes, Ја ccuación 
general de la recta a la forma normal 


1) 42—3y—10=0, 2) Ea—2y410-0; 


З) 122—5y+13=0; 4) 242=0; 5) 2e—y—V5 
311. Dadas las ccuacionos de las rectas 

1) 2-2=0; 2) 2+2 

4) y+3=0; 5) 2 V3--y 

7) уу 

8) acosB—ysenf—4=0. q >0; $ es un ángulo agudo; 

9) ecosB+ysenB+g=0, q>0; В es un ángulo agudo; 


determinar el ángulo polar а de la normal y el segmento 
p para cada una de las rectas dadas. Construir estas rectas 
en el plano valiéndose de los valores obtenidos de los 
parámetros а y р (en los dos últimos casos, verificar la 
construcción de la recta tomando f = 30 = 2). 
312. Calcular la magnitud de la desviación 5 y Ja 

distancia d del punto a la recta en cada uno de los casos 
siguientes: 

1) A (2; —1), 42 4 3y + 10 = 

2) В (0; —3), 5z — 12y — 23 

3) P (2; 3), 3x—4y—2 

4) 00; —2). z —2y-5=0: 
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313. Determinar si el punto M (1; —3) y el origen de 
coordenadas están a un mismo lado o a diferentos lados 
de cada una de las siguientes rectas: 
1) 2x — y + 5 = 0; 2) z — 3y — 5 = 0; 
3) 32 + 2y — 1 = 0; 4) z — 3y + 2 = 0; 
5) 102 + 24у + 15 = 0. 
314. El punto A (2; 


5) es un vértico de un cuadrado, 
uno de cuyos lados est: 


en la recta 
ж—2у—1=0. 


Calcular el área de este cuadrado. 
315. Dadas las ccuaciones de dos lados de un rectángulo 


За — 2y —5=0, 224+3y+7=0 


y uno de sus vórtices A (—2; 1), calcular el área de esto 
rectángulo. 
316. Demostrar que la recta 


22 +у +3 = 0 
corta el segmento limitado por los puntos A (—5; 1) 
у В (3; 7). 
317. Demostrar que la recta 
22—3y+6=0 


no corta el segmento limitado por los puntos M, (—2; —3) 
у М, (1; —2). 

318. Los vértices consecutivos de un cuadrilátero son 
los puntos A (—3; 5), В(—1; —4), С (T; —1) ур (2; 9). 
Doterminar si este cuadrilátero es convexo. 

319. Los vértices consecutivos de un cuadrilátero son 
los puntos A (—1; 6), В (1; —3), С (4; 10) y D (9; 0). 
Determinar si este cuadrilátero es convexo. 

320. Dados los vértices de un triángulo: A (—10; —13), 
В (—2; 3) y С (2; 1), calcular la longitud de la perpendi- 
cular bajada desde el vértice B а la mediana trazada desde 
el vértice С. 

321. Los lados AB, BC y CA del triángulo ABC vienen 
dados respectivamente por las ecuaciones 


z+ 21у — 22 = 0, 5х —– 12y + 7 = 0, 
4х — 33у + 146 = 0, 


eo 


Calcular la distancia desde el centro de gravedad de este 
triángulo hasta el lado BC. 
322. Calcular la distancia d entre las rectas paralelas 
en cada uno de los casos siguientes: 
1) 3r—4y—10=0, 2) 52—12y-+26=0, 
6x—8y+5= 5x— 12y—13=0; 
3) 4x—3y+15=0, 4) 24x—10y +39=0, 
8x—6y +25=0; 127 —5y—26=0. 


323. Dos lados de un cuadrado están en las rectas 
5z — 12у — 65 = 0, 52— 12у--26= 0. 
Calcular su área. 
324. Demostrar que la recta 


5х—2у—1=0 
es paralela a las rectas 
5s — 2y + 7 = 0, 52—?2y—9=0 


y divido рог la mitad la distancia entro ellas. 
325. Dadas tres rectas paralelas 
10: + 15у — 3 = 0, 22+3y+5=0, 
2z + 3у —9 = 0, 
doterminar si la primera de ellas está entre las otras dos 
y calcular la razón en que divide la distancia entre ellas. 

326. Demostrar que se pueden trazar рог cl punto 
P (2; 7) dos rectas de manera que sus distancias al punto 
Q (1; 2) sean iguales a 5. Hallar las ecuacionos de estas 
rectas. 

327. Demostrar que se pueden trazar por el punto 
P (2; 5) dos rectas de manera que sus distancias al punto 
Q E 1) scan iguales а 3. Hallar las ecuaciones de estas 
rectas. 

328. Demostrar que sólo se puede trazar una recta por 
el punto С (7; —2) de manora que su distancia al punto 
A (4; —6) sea igual a 5. Hallar su ecuación. 

329. Demostrar que no se puede trazar por el punto 
B (4; —5) una recta de manera que su distancia al punto 
С (2; 3) sea igual а 12. 

330. Deducir la ecuación del lugar geométrico de Jos 
puntos, si sus desviaciones de la recta 8r — 15у — 25 = 0 
son iguales a —2. 
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331. Hallar las ecuaciones de las rectas paralelas a la 
recta 3x — 4y — 10 — 0, que so encuentran a una distancia 
de ella do d = 3. 

332. Dados dos vértices adyacentes de un cuadrado 
А (2; 0) y B (—1; 4), hallar las ecuaciones de sus lados. 

333. El punto А (5; —1) es un vértice de un cuadrado, 
uno de cuyos lados está en la recta 


42 — Зу —7 = 0. 
Hallar las ecuaciones do Јаз rectas en las que están los otros 
lados de este cuadrado. 
334. Dadas las ecuaciones de dos lados de un cuadrado 
42 3у 48 = 0, 42 — Зу — 17 = 0 


у uno de sus vértices А (2; — 3), hallar las ecuaciones de 
los otros dos lados de esto cuadrado. 
335. Dadas las ecuaciones de dos lados de un cuadrado 


5z + 12у — 10 = 0, 5x +12y + 29 = 0, 
И las ecuaciones de los otros dos lados, si el punto 
5) está en un lado de este cuadrado. 
33 . Las desviaciones del punto M de las rectas 
5x — 12у — 13 = 0 у 3x— 4y — 19 = 0 


son iguales respectivamente a —3 у —5. Determinar las 
coordenadas del punto M. 
337. Hallar la ccuación de la recta que pasa por el 
punto P (—2; 3) a igual distancia de los puntos A (5; —1) 
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338. Hallor la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos equidistantos de las rectas paralelas: 
1) 3x=y+7=0, 2) x—2y4-3=0, 
3r—y—3=0; 22047-0; 
3) 5x—2y—6=0, 
107 — 4y+3=0. 
339. Hallar las ecuaciones de Јаз biscctricos de los 
ángulos formados por dos rectas coneurrentes: 
1) z—3y+5=0, 2) 22-30, 


в 


340. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por 
el punto P (2: —1) y junto con las rectas 


2z—y+5=0, З: + 6у 1 = 0 


forman triángulos isósceles. 

341. Determinar si el punto M (1; —2) y el origen de 
coordenadas están en un ángulo, en ángulos adyacentes 
o en ángulos opuestos formados por la intersección de dos 
reclas: 


1) 22-y—5=0, 2) 47+3y—10=0, 


34 y+10=0; 127—5y —5=0; 
3) 2—2y—1=0, 
3x—y—2=0. 


342. Averiguar si los puntos M (2; 3) у N (5; —1) están 
en un ángulo, en ángulos adyacentes о en ángulos opues- 
tos formados por la intersección de dos rectas: 

1) —3y—5=0, 2) 214 7y— 0, 
2249 —2=0; z L3y+7=0; 


343. Averiguar si el origen de coordenadas está dentro 
o fuera del triángulo, cuyos lados son dados por las ecuaciones 
Tz — 5y — 11 = 0, 8r + 3y +31 =0, 
a+ 8у — 19 = 0. 
344. Ayoriguar si el punto M (—3; 2) está dentro 
о fuera del triángulo, cuyos Jados son dados por las ecua- 
ciones 


z+y—4=0, 32—7Ty 8-0, 
4х — у — 31 = 0. 
345. Averiguar qué ángulo (agudo u obtuso) formado 
por las rectas 
3z — 2y + 5 = Ù y 2e + y — 3 = 0, 


contiene el origen de coordenadas. 
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346. Averiguar qué ángulo (agudo u obtuso) formado 
por las rectas 
3z — 5у 4 = 0 ух + y +3 = 0, 
5 


contiene el punto M (2; д 
de la bisectriz del ángulo for- 


347. Hallar la ecuación 
mado por las rectas 


3x—y—4=0y2+6y+3=0, 
que contiene el origen de coordenadas. 
348. Hallar la ecuación do la bisectriz del ángulo for- 
mado por las rectas 
—Ty+5=0, 50+5y-—3=0, 
que es adyacente al ángulo que contiene el origen de coor- 
denadas. ч А 
349. Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo %4 
mado por las rectas 


+ 20 — М = 0 у h—6—5=0, 
en el que está el pupto M (1; —3). ` 
350. Hallar la ccuación de la bisectriz del ángulo for- 
mado por las rectas 


2z — 3y —5 = 0, 6 — 4у +7 = 0, 
que es adyacente al ángulo que contiene el punto С (2; —1). 


351. Hallar la ecuación de la bisectriz dol ángulo 
agudo formado por las dos rectas 


3z + 4y — 5 = 0, 5х — 12у +3 = 0. 
352. Hallar la ecuación de la biscctriz del ángulo obtuso 
formado por las dos rectas 
z—3y+5=0, З= — y + 15 = 0. 


$ 15. Ecuación de un baz de rectas 


El conjunto de restas que pasan por un punto 5 se llama haz do 
rectas con el contro 5. 
Si Ay+Byy+C¡=0 y A2r4+Boy+C2=0 son las 
cuaciones de dos rectas que se cortan оп el punto 5, la ecuación 
«(Ау + Ву + Су)-+-В (Aar +B +C9)=0, wm 


en la quo æ y В son unos números cualesquiera, pero no simultánoamen- 
to iguales a cero, determina una recta quo pasa también por el punto $. 
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Es más, siempre se puedon elegir los números а y [ do manera 
que la ecuación (1) represente una recta cualquiera (asignada pre- 
viamente) que pase рог el punto S, es decir, una recta arbitraria del 
haz con el centro en 5. Por eso, la ecuación (1) se Mama ecuación 
del haz (con el centro еп 5). 


Si a æ 0, dividiendo los dos miembros do la ecuación (1) por œ 
y suponiendo que a %: tendremos: 


Аа By +CH (daz Bay С) =0. o 
Por medio de esta ecuación se puede determinar o Pa recta del 


haz con el contro en S, excluyendo la quo corresponde а а = 0, оз 
decir, excluyondo la recta Asz + Bay + Ca = 0. 


353, Hallar el centro del haz de rectas dado por la 
ecuación 
a (22 + 3y — 1) + р (£ — 2y — 4) = 0. 
354, Hallar 'a ecuación de la recta que portenece al 
uv de rectas 


а (= + 2y — 5) + В (3z — 2y + 1) = 0 
y que: 

1) pasa por ei punto A (3; —1); 

2) pasa por el origen de coordenadas; 

3) es paralela al eje Ox; 

4) es paralela al eje Oy; 

5) os paralela а la recta 4z + 3y — 5 = 0; 

6) es perpendicular a la recta 22 + 3y + 7 = 0. 


355. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 
Зх —2у+5=0, +3y=1=0 


e intercepta en el eje de ordenadas un segmento b = — 3. 


Resolver el problema sin hallar las coordenadas del punto 
do intersección de las rectas dadas. 


җә 356. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 
224 y-2=0, z— 5у – 23 = 0 
y divide por la mitad el segmento limitado por los puntos 
M, (5; —6) у М» (—1; —4). Resolver el problema sin cal- 
cular las coordenadas del punto de intersección de las rectas 
dadas. 
357. Dada la ecuacion de un haz de rectas 
а (82 — 4y — 3) + В (22 + 3y — 1) = 0, 
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escribir la ecuación de la recta de este haz que pasa por 
el centro de gravedad de una lámina йе жа homogénoa; 
cuyos vértices sean los puntos A (—1; 2), B (4; —4) 
y C (6; —1). 

358. Dada la ecuación de un haz de rectas 


а (3z — 2y — 1) + В (4z — 5y + 8) = 0, 


hallar la recta de este haz quo pasa por la mitad del seg- 
mento de la recta 
z+2y+4=0, 


comprendido entre las rectas 
2z + 3y +5=0, х + 7у – 1 = 0. 


359. Dadas las ссџасіопеѕ де los lados de un Migale 
z+ 2y —1 = 0, „52 + 4у — 17 = 0, z— 4y +11 = 0, 
hallar las ecuaciohħes de las alturas de este triángulo sin 
determinar las coordenadas de sus vértices. 

360. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 


22470 —8 = 0, 324+ 20 +5 = 0 
con una inclinación de 45° respecto а la recta 
22 38у 7 = 0. 


Resolver el problema sin calcular las coordenadas del 
punto de intersección de las rectas dadas. 

361. En el triángulo ABC se dan la ecuación de Ја ШЕ 
ra AN: х + 5y — 3 = 0; la de la altura BN: z -+ 
—1=0yla Ча lado АВ: z + 3y — 1 = 0. Hallar las 
ecuaciones de los otros dos lados y de la tercera altura sin 
determinar las coordenadas de los vértices y de los puntos 
de intersección do las alturas de este triángulo. 

362. Hallar lasecuaciones de los lados del triángulo ABC, 
conociendo uno de sus vértices A (2; — 1) y las ecuaciones 
de la altura 


72 — 40у +1 = 0 
Зе — 2y +5 = 0, 


trazadas desde un vértice. Resolver el problema sin cal- 
cular las coordenadas de los vértices B y C. 


y de la bisectriz 
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363. Dada la ecuación de un haz de rectas 
a (2z + y+8)+B(04+y+3)=0, 


hallar las rectas de este haz, cuyos segmentos, compren- 
didos entre las rectas 


z—=y=5=0, 2—y-2=0, 
sean iguales а V5. 
364. Dada la ecuación de un haz de rectas 
a (3z + y — 1) + B (22 — y — 9) = 0, 
demostrar que la recta 
z+3y+13=0 


porteneco a este haz. 
365. Dada la ecuación de un haz do rectas 


а (5 + Зу + 6) + В (3z — 4y — 37) = 0, 
demostrar que la recta 
Tæ + 2y —15 =0 


no perteneco a esto haz. 
366. Dada la ecuación de un haz de rectas 


о (Sr + 2y — 9) + В (22 + 5y + 5) = 0, 
determinar el valor de С, para que la recta 
áz — 3y +С = 0 


pertenezca a este haz. 
367. Dada Ја ecuación de un haz do rectas 


о (5z + 3y — 7) + $ (3z + 10у + 4) = 0, 
determinar para qué valores de a, la recta 
azr +5y+9=0 


no pertenece a este haz. 
868. El centro del haz de rectas 


a (2z — 3y + 20) + В (3z + 5y — 27) = 0 
es el vértice de un cuadrado cuya diagonal está en la recta 
2+ 70 16 = 0. 
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Hallar las ecuaciones de los lados y de la segunda diago- 
nal de este cuadrado. 
369. Dada la ecuación de un haz de rectas 


а (22 + 5y + 4) + В (3: — 2y + 25) = 0, 


hallar la recta de este haz que intercepta en los ojes coor- 
denados unos segmentos de igual magnitud (partiendo del 
origen de coordenadas) y diferentes de cero. 

370. Dada la ecuación de un haz de rectas 


а (2 + y + 1) + B (z — 3y — 10) = 0, 


hallar las roctas de este haz que interceptan en los ejes 
coordenados segmentos de igual magnitud (partiendo del 
origen de coordenadas). 

371. Dada la ecuación de un haz de rectas 


а (21x + 8y — 18) + В (Их + Зу + 12) = 0, 


hallar las rectas de este haz que interceptan en los ángulos 
coordenados triángulos de área igual a 9 unidados cua- 
dradas. 

372, Dada la ecuación de un haz de rectas 


о (22 + y -+ 4) + В (z — 2y — 3) = 0, 


demostrar que entre las rectas de este haz existe solamen- 
te una que está a la distancia d = V TÚ dol punto P (2; —-3). 
Escribir la ecuación de esta recta. 

873. Dada la ecuación do un haz de rectas 


а (2z — y — 6) + В (= —y— 4) = 0, 


demostrar que no hay entre las rectas do este haz una que 
esté a la distancia d = З del punto Р (3; —1). 

374, Hallar la ecuación do la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 


Зх+у—5=0, z— 2y +10=0 


y está a la distancia d = 5 del punto C (—4; —2). Resol- 
ver el problema sin calcular las coordenadas del punto de 
intersección de las rectas dadas. 

375. Dada la ecuación de un haz de rectas 


a (5z + 2y + 4) + В (= + 9y — 25) = 0, 


escribir las ecuaciones de las rectas de este haz, que junto 
con las rectas 


2e—3y+5=0, 122 + 8y -7=0 


forman triángulos isósceles. 
376. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto de intersección de las rectas 


liz +3y7=0, 122 ру 19 = 0 


a igual distancia de los puntos А (3; —2) у В (—1; 6). 
Resolver el problema sin calcular las coordenadas del punto 
de intersección de las rectas dadas. 

377. Dadas las ecuaciones de dos haces de rectas 


a (52 + 3y — 2) + В, (3z — y — 4) =0, 
dle — y + 1) + Pa (22 — y —2= 


hallar la ecuación de la recta que pertenece a los dos haces 
sin determinar sus contros. 

378. Dados los lados AB, BC, CD y DA del cuadri- 
látero ABCD por sus ecuaciones correspondientes 


80150 2х — Ту — 17 = 0, 
2 ВЕ 3z — áy + 17 = 0, 


hallar Jas ecuaciones de sus diagonales АС у BD sin deter- 
minar las coordenadas de sus vértices. 
379, El centro del haz de rectas 


a (22 + 3y + 5) + В (82 — у 2) = 0 


es uno de Jos vértices de un triángulo, dos de cuyas altu- 
ras se dan por las ecuaciones 


2—40 4+4=0, 22 +у+1 = 0. 


Hallar las ecuaciones де los lados de este triángulo. 


$ 16, Ecuación polar de la recta 


La recta trazada por el polo, perpendicular a la recta dada, во 
Пата normal, Desiguemos con P el punto en el que la normal сопа 
a la recta; elijamos en 1а normal За dirección positiva desde el punto 
O hacia el punto Р. El ángulo, en el que hay quo hacer girar el eje 
polar hasta que cubra el segmento OP, lo llamaremos ángulo polar 
о la norma 
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380. Deducir la ecuación polar de la recta, conociendo 


su distancia р del polo y el ángulo polar с de la normal. 
Solución. 1% método. Tomemos en la recta dada s 
фиш. 11) un punto arbitrario M con las coordenadas polares р у 0. 
esignemos con la letra Р el punto de intersección de la recta з con 
su normal. En el triángulo rectángulo OPM hallamos: 


=т= o 
PsP. 


Hemos obtenido una ecuación do dos variables p y 0, a la quo satis- 
facen las coordenadas de cualquier punto M situado en la recta s, 


M(p;0) 


Fig. 11. 


у no satisfacen a las coordenadas de ningún punto que no esté situado 
еп csta recta, Por lo tanto, la ecuación (1) es la ecuación de la recta s. 
Do esta mancra, queda resuelto el problema. 

20mótodo. Consideromos un sistema cartesiano de coordona- 
das rectangular, cuyo semiejo positivo de abscisas coincida con ol 
Фф polar del sistema polar dado. En este sistoma cartesiano, la ecua- 
ción normal de la recta з es: 


2 соз 44 y sena—p=0. e 


Sirvámonos do las fórmulas de transformación de coordenadas polares 
en cartesianas: 


z=pc0s0, у=рзеп0. (9) 
Sustituyendo z ө y en la ecuación (2) por las expresiones (3), obtenemos: 


о (cos Ө cos о; --зеп Ө sen о) = p 


Р 


P= соз (Va) * 
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381. Deducir la ecuación polar de la recta, si se dan. 

1) el ángulo В de inclinación de la recta respecto al 
eje polar y la longitud p de la perpendicular bajada desde 
el polo a esta recta. Escribir la ecuación de esta recta en 
el caso de que 


PG + р=3; 


2) ol segmento а que intercepta la recta en el eje polar, 
partiendo del polo, y el ángulo polar @ de la normal a esta 
recta. Escribir la ecuación de esta recta en el caso de que 
a=20=-2a; 
> qu 
3) el ángulo f de inclinación de la recta respecto al eje 
polar y el segmento a, que intercepta la recta en el eje 
polar, partiendo del polo. Escribir la ecuación de esta recta 
en el caso de que 


BE. a=06. 


382. Deducir la ocuación polar de la recta quo pasa 
por el punto М, (ру; 0) con una inclinación rospocto al 
eje polar de un ángulo В. 

383. Deducir la ecuación polar de la recta que pasa 
por ol punto М, (ps; 01), si el ángulo polar de la normal 
es igual a с. 

384. Hallar la ecuación polar de la recta que pasa por 


los puntos M, (pi; 01) y Ma (pa; Өз). 


Iv 
Capítulo 


PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS LINEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 


$ 17. La circunferencia 


La ecuación 


(6094 (y— p =R? 4) 
dotermína una circunferencia do radio R con centro С fe . 

Si el centro de la circunferencia coincido con ol origen de соогдо- 

nadas, es decir, si a = 0, В = 0, la ecuación (4) toma la forma 
A4yt н, (2 

385, Hallar la ecuación de la circunferencia en cada 
uno do los casos siguientes: 

1) el centro de la circunferencia coincide соп el origen 
de coordenadas y su radio R = 3; 

2) el contro de la circunferencia coincide con el punto 
С (2; —3) y su radio R = 7; Ы 

3) la circunferencia pasa рог el origen de coordenadas 
y su centro coincide con el punto С (6; —8); 

4) la circunferencia pasa por el punto А (2; 6) y su 
contro cincide con el punto С (-—1; 2); 

5) los puntos A (3; 2) y В (—1; 6) son extremos de 
uno de los diámetros de la circunferencia; 

6) el centro do la circunferencia coincide con el origen 
de coordenadas y la recta 3z — 4y + 20 = 0 es tangente 
a la circunferencia; 

7) el centro de la circunferencia coincide con el punto 
С (1; —1) y la recta 5z — 12y 4 9 = 0 es tangente а la 
circunferencia; ! 

8) la circunferencia pasa por los puntos 1443; 1) y 
y В (—1; 3) y su centro está situado en la recta Зх — y 


9) la circunferencia pasa por tres puntos: A AE 
В (4; —1) y C (2; 0); 
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10) la шошо раза por tres puntos: М, (—1; 5), 
М» (2: —2) y М. 

386. El punto С (3; —1) es el centro do una circun- 
ferencia que intercepta en la recta 


22 — 5y +18 = 0 


una cuerda, cuya longitud es igual a 6. Hallar la ecua- 
ción de esta circunferencia. 

887. Escribir las ecuaciones de las circunferencias de 
radio R = V5, que son tangentes a la recta = — 2y — 1 = 0 
en el punto M, (3; 1). 

388. Hallar la ecuación de la circunferencia que es 
и ж las dos rectas paralelas: 2z + у — 5 = 0, 2s + 
+ y + 15 = 0 y, a una de ellas, en el punto А (2; 1). 

389, лао las ecuaciones de las circunferencias que 
pasan por el punto A (1; 0) y son tangentes a las dos rectas 
paralelas: 


224+у+2 = 0, 22 -- y – 18 = 0. 


390. Hallar la ocuación de la circunferencia que, tenien- 
do el centro en la recta 


2e + y 
cs tengento a las rectas 
40 — 3y +10 = 0, 4z — Зу — 80 = 0. 


0, 


391. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que 
son tangontes а dos rectas concurrentes: 72 — y — 5 = 0, 

ж + y -+ 13 = 0 y, a una de ellas, en el punto M, (1; 2). 

392. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que 
pasan por el origen de coordenadas y son tangentos а las 
dos rectas concurrentes: 


а+2у—9=0, 2—y+2=0. 


393. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que, 
teniendo sus centros en la recta 
4r — 5y — 3 = 0, 
son tangentes a las rectas 
2z — Зу — 10 = 0, 3z — 2у + 5 = 0. 


394. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que 
pasan por el punto A (—1; 5) y son tangentes a las dos 
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rectas concurrentes: 
Зх + 4y — 35 = 0, 42 + Зу + 14 = 0. 


395. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que 
son tangontes a las tros rectas: 
4х — Зу — 10 = 0, 3х—4у—5=0 y 3x—4y—15=0. 


396, Hallar las ecuaciones de las circunferencias que 
son tangentes a las tres rectas: 
3x+4y—35=0, 3x2—4y—35=0 y 2—-1=0. 
397. ¿Qué ecuaciones de las expuestas a continuación 


determinan circunferencias? Hallar el centro С y el radio 
R de cada una do ellas: 


1) (2594 (y +2)* = 25; 6) 224-02 — 2r + 4y + 14=0; 


2) (a+ 2) y2=64; Т) zty 4r — 2y +5=0; 
З) ZO 8) +y He= 0; 
4) 24 (y— 5)" = 5; 9) 2419460 4y + 14= 0; 


5) 22+ y? — 2r 4-4 —20=0; 10) 224 y24+y=0. 


398. Averiguar qué líneas determinan las siguientes 
ecuaciones: 


1) у= +092; 6) у=15— 061—2, 

2) у= – (55—22 7) z= —2—ҮЗ—% 

3) == —}% 8 т= —2+/9—у°, 

4) z= +V 108; 9) у= —3—/21—4ш—а#, 

5) у=15 0002; 10) == —54+V 40—Ey—y. 
Representar estas líneas en el plano. 

399. Determinar cómo está situado el punto А (1; —2) 


con relación а cada una de las siguientes circunferencias: 
dentro, fuera o en el contorno: 


0а 1; 8) ау 9; 
2*4y=5 4) a + y? — 8r — åy — 5 = 0; 
5) aè + уа — 10% + 8y = 0, 


400. Determinar la ecuación do. a línea de los centros 
de las dos circunferencias dadas por las ecuaciones: 


DEJAR у IR 
2) (04294 (y—19=46 y (2424 (y +5) =25; 
3) +y—ár+6y=0 y ару 6—0; 

4) 24y? — z+ 2y=0 y 214+у 52-27 —1=0. 


401. Hallar Ja ecuación del diámetro de la circunfe- 
rencia 


a? + y + 4х — бу —17=0, 
que es perpendicular a la recta 
5z + 2y — 13 = 0. 
402. Hallar la distancia mínima del punto a la circun- 
ferencia en cada uno de los casos siguientes: 
a) А(6; —8), 24+y=9; 
b) B(3; 9), 2*4 y? — 262 -+ 30y + 313 =0; 
с) С(—7; 2); 224. y?—107—14y—151=0. 
403. Determinar las coordenadas de los puntos de inter- 
sección do la recta 72 — y +12 = 0 y la circunferencia 
(к — 2} + (y — 1) = 25. 


404. Delerminar cómo está situada la recta con relación 
a la circunferencia (la corta, es tangente o pasa fuera de 
ella), si la recta y la circunferencia se dan mediante las 
siguientes ecuaciones: 


4) y=2-3 у а?у? 32-20 —3—0; 
+ y 2240282424120; 
+10 y 22+y—1=0. 


405. Determinar para qué valores del coeficiente angu- 
lar А la recta у = kz 

1) corta a la circunferencia z? + у? — 10x4-16=0; 

2) es tangente a esta circunferenci 

3) pasa fuera de esta circunferencia. 

406. Deducir la condición según la cual, la recta 
y = Кх + b es tangente a la circunferencia z? + y? = ДЗ. 
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407. Hallar la ecuación del diámetro de Ја circunfe- 
rencia 


(= — 2% + (y + 1) = 16; 
que pasa por la mitad de la cuerda que intercepta en la 
recta 
= — 2у — 3 = 0. 
408. Hallar la ecuación де la cuerda de la circunferencia 
(к — 3) + (y — 7) = 169, 
que se divide por la mitad еп el punto M (8,5; 3,5). 


409, Determinar la longitud de la cuerda de la circun- 
ferencia 


(z — 29 + (y — 4) = 10, 

que se divide por la mitad en el punto A (1; 2). 

410. Dada la ecuación de un haz de rectas 

a (= — 8y + 30) + В (= + 5y — 22) = 0, 
hallar las rectas de este haz, en las que la circunferencia 
а? + y? — 25 + 2y — 14 = 0 

intercepta cuerdas de longitud 2/3. 

411. Dadas dos circunferencias 


(z — та)? + (y — т)? Ri 
(к — та)? | (y — na)? = П, 


que se cortan еп los puntos ЛГ, (24; у) y Ma (22; Ya), 
demostrar que cualquier circunferencia que pasa рог los 
puntos M,, Ma, y también la recta Л, М2, se pueden deter- 
minar por una ecuación de la forma 

alo ту) + (y — nj! — Ril + f (ж — та)? + 

+ (y — na? — В = 0, 

eligiendo adecuadamente los números œ y В. 

412, Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa 
рог el punto A (1; —1) y рог el punto de intersección de 
las dos circunferencias | 


а? + y + 24 — 2y — 23 
а + y — br + 12у — 35 


0, 
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413. Hallar la ccuación de la circunferencia que pas- 
por el origen de coordenadas y por el punto de intersec- 
ción de las dos circunferencias: 


(= 3) 1) = 25, (2—20 (+ 4° = 9. 


414. Hallar la ecuación de la recta que pasa рог el punto 
de intersección de las dos circunferencias: 


apy Зс у= 0, 32 +34 4+204+y=0, 
415, Calcular la distancia del centro de la circunferencia 
+p = 22 


a la recta quo pasa рог el punto de intersección de las dos 
circunforencias: 


а + y + 5x — 8y +1 = 0, 
а? + y? — Зх + Ту — 25 = 0. 


416. Determinar la longitud de la cuerda común a las 
dos circunferencias: 


4% -+ y? — 10x — 10y = 0, 
а +? + 6e + 2y — 40 = 


417, El centro de una circunferencia está еп la recta 
= +у = 0. 


Hallar la ecuación de esta circunferencia, si se sabe que 
рава por el punto до intersección de las dos circunferencias: 
(e — 19 + (y + 5)# = 50, (z + 19 + (y + 1) = 10. 

448. Hallar la ecuación de la tangente a la circunfe- 


rencia 
2+0 = 5 


en el punto А (—1; 2). 
419. Hallar la ecuación de la tangente a la circunfe- 
rencia 


(+ 2) (y — 3) = 25 


еп el punto А (—5; 7). 
420. Hallar en la circunferencia 


462? + 16y? + 48r — 8y — 43 = 0 
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ol punto M, más próximo a la recta 
8ш — åy + 73 = 0, 
y calcular la distancia d del punto M, a esta recta. 
421. El punto M, (21, yı) está en la circunferencia 
24 уз = RO, 
Hallar la ecuación de la tangente a esta circunferencia en 


el punto M,. 
422, El punto M, (21; ya) está en la circunferencia 


(z — a) + (y — PP = А. 
Hallar la ecuación de la tangente a esta circunferencia en 
el punto Mi. 
423. Determinar el ángulo agudo formado por la inter- 

sección de la recta 

32 — у — 1 = 0 
у la circunferencia 

(2—23 + = 5 


(se Пата ángulo formado por una recta y una circunferen- 
cia al ángulo 'comprendido entre la recta y la tangonte 
a la circunferencia trazada en el punto de intersección). 

424. Determinar el ángulo formado por la intersección 
de las dos circunferencias: 


E 
(se llama ángulo formado por dos circunferencias al ángu- 


lo comprendido entre sus tangenles en el punto de inter- 


sección). 
425. Deducir la condición según la cual dos circunfe- 


rencias 
(z — ол)? + (y — B)? = Ri, (ж — aa)? + (y — B) =R 


ве cortan, formando un ángulo recto. 
426. Demostrar que las dos circunferencias 


a? + y? — Отк — 2ny — т? + т? =0, 
2 + y — 2nz + 2ту + mi — т = 0 


se cortan, formando un ángulo recto. 
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T427. Desde el punto A($; — 5.) so han trazado tan- 
gentes a la circunferencia 
2+2=5. 


Hallar sus ecuaciones. 
428. Desde el punto A (1; 6) se han trazado tangentes 
a la circunferencia . 


2 + у 4 2х — 19 = 0. 


Hallar sus ecuaciones. 
429. Se da la ecuación de un haz do rectas 


а (3z + ду — 10) + В (37 — y — 5) = 0. 


Hallar las rectas de este haz que son tangentes a la cir- 
cunferencia 
a + y? + 2л — 4y = 0. 


430. Desde el punto A (4; 2) se han trazado tangentes 
a la circunferencia 
22 + y’ = 10. 


Determinar el ángulo formado por estas tangentes. 

431. Desde el punto P (2; —3) se han trazado tangen- 
tes a la circunferencia 

(к — 1) + (y +5} = 4. 

Hallar la ecuación de la cuerda que une los puntos de con- 
tacto. ra 0 

432. Desde el punto С (6; —8) se han trazado tangen- 
tes a la circunferencia 

z +p = 25. 

Calcular la distancia d del punto С a la cuerda que 
une los puntos de contacto. 

433. Desde el punto Р (—9; 3) se han trazado tangentes 
a la circunferencia 

at + yt 62 + 4y — 78 = 0. 


Calcular la distancia d del centro de la circunferencia a 
a la cuerda que une los puntos de contacto. 

434. Desde el punto М (4; —4) se han trazado tangen- 
tes a la circunferencia 


аз + y? — 6r + 2y +5 = 0. 
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Calcular la longitud d de la cuerda que une los puntos de 
contacto. 


435. Calcular la longitud de la tangente trazada desde 
el punto А (1; —2) a la circunferoncia 
а + у%-- х— Зу —3 = 0. 


436. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cir- 


cunferencia 
at + y 410: — 2y +6 = 0, 
que son paralelas a la recta 
224 y—7=0, 


487. Hallar las ecuaciones de las tangontes a la cir- 
cunferencia 


a? + y — 22 + åy = 
que son perpendiculares a la recta 
=— 2у +9 = 0. 
438. Hallar, en coordenadas polares, la ecuación de la 
circunferencia, si se han dado el radio R y las coordena- 
das polares de su centro С (R; 00). 
439. Hallar, en coordenadas polares, la ecuación de la 


circunferencia, si se han dado el radio R y las coordena- 
das polares del centro de Ја circunferencia: 


1) C (8; 0); 2) С(В; лу; 3) C (R; 5); 4) e(r —®). 


440, Determinar las coordenadas polares del centro 
y el radio de cada una de las circunferencias: 


1) р= 4080; 2) р-=Ззоп6; 3) p= —2cos0; 


4) p=—5sen0; 5) p=6cos (7—0) Ў 


6) p=8sen (0-5): 7 о=8зеп (5-0) - 


441. Las ecuaciones de Jas circunferencias se dan оп 
coordenadas polares: 
1) р = 3 соз Ө; 2) р = — 4зепӨ; 3) р = cos O—sen 0. 
Hallar sus ecuaciones en coordenadas cartesianas rectan- 
gulares, con la condición de que el eje polar coincida con 


el semieje positivo Ог у el polo соп el origen de coor- 
denadas. 
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442. Las ecuaciones de las circunferencias se dan en 
coordenadas cartesianas rectangulares: 
Ya+g=2a 2) ж уз = З 3) 4+y = бу, 
4) а фу = у 5) а у = у. 


Hallar las ecuaciones de estas circunforencias en coordo- 
nadas polares, con la condición de quo el eje polar coin- 
cida con el semieje positivo Ох y el polo con el origen de 
coordenadas. 

443. Hallar la ecuación polar de la tangonto a la cir- 
сппЃогепсіа р = R en el punto M, (R; бе). 


$ 18. La elipse 


Se llama olipse al lugar geomótrico de los puntos cuya suma 
de distancias а dos puntos fijos del plano, Hamados focos, es una 
candidad constante, mayor quo la distancia entro los focos. La suma 
constante de las distan de un р arbitrario de la elipse a los 
focos so indica modiante 2e. Los focos do la elipse so designan por 
las letras Р; y Fz; la distancia entre ellos por 2с. Según la definición 
de la elipso, 2а > 2с оа с. 

Si los ojes del sistema cartesiano rectangular de coordenadas se 
han elegido de mancra que los focos de la еЇїрзе se sitúan simétrica- 
mento en el eje de abscisas, con respecto al origen do coordenadas, 
la ccnación de la elipse on esto sistema de coordenadas ез de la forma 


а у 
Fr 0) 


en donde b = V27 — 2%; os evidento que a >b. La ecuación de la 
forma (1) se llama ecuación canónica de la ofipse. 

En el sistema de coordenadas elegido como so ha indicado, los 
ejos de coordenadas son los ejes de simetría do la elipse y el origen de 
coordenadas su centro de simotría (fig. 12). Los ejes de simetría de la 
olipse so llaman simplemente ejes, su сомго de simotría se llama sim- 
plemente centro. Los раке en los que la elipse corta а sus ejos, 
so llaman vértices, En la fig. 12 los vértices do la elipse son los puntos 
А, A, В' y В. Frocuentemente, se llaman también ejes do la elipso 
a los segmentos A'A = 2а y B'B = 20; asimismo, al segmento ОА = а 
зо lo Пата semieje mayor de la elipso y al segmento OB = b, semiojo 
menor. 

Si los focos de la elipso están situados cn el ojo Oy (simétrica- 
mente con respecto al origon de coordenadas), la ccuación de elipso 
es también de'la forma (1), рого en oste caso b >= а; por lo tanto, si 
descamos indicar con la letra а el ѕетіеје mayor, debemos cambiar 
do lugar Јаз letras a y Б en la ecuación (1). Sin embargo, para simpli- 
ficar los enunciados do los problemas, es conveniente indicar siompre 
con la letra a el геше situado en el oje Oz y con la letra b, el somi 
situado en el eje Oy, independientemento de cuál sea mayor, si а 0 b. 
Si а = b, la ecuación (1) determina una circunferencia, considerada 
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como un caso particular de la elipso. El número 
e 
=> 
en donde a cs el semieje mayor, se llama excentricidad de la elipse, 
Es evidente que е << Í (para la circunferencia е = 0). Si М (z, y) 


Fig. 12. 


es un punto arbitrario do la elipse, los segmentos FM = r, y Р.М = ra 
(fig. 12) se Натат radios focales del punto Af. Los radios focales 
se pueden calcular mediante las fórmulas 
т=афел, тает. 
Si la elipso está definida рог la ecuación (1) y a > б, las roctas 
a 


т=—®, 2: 


є 
(Sig. 12) so llaman dircotrices de la elipso (si b>a, las directrices 


so definen por las ecuaciones yaoi ч y=2) { 


Cada directriz poseo la propiedad siguiento: si r ез la distancia de 
un punto arbitrario de la elipse a un foco y 4 ез la distancia del mismo 


рио a la directriz, unilateral a este mismo foco, la razón т es ma 


cantidad constante, igual a la excentricidad do la elipse 
r 
ge 
Si dos planos a y В forman un ángulo agudo Ф, la proyección sobre 
el plano В de una circunferencia de radio a, situada en el plano a, 
es una elipse cuyo semieje mayor es a; el semieje menor 0 de esta elipso 
so determina por la fórmula 


ъ= а соз 
(ig. 13). di 


Si la díroctviz de un cilindro circular es una circunferencia de 
radio b, la sección de este cilindro por un plano quo forma соп cl eje 
del cilindro un ángulo.agudo q, sorá una elipso, cuyo semioje menor 
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es igual a b; el semieje mayor а de esta clipse so determina por la 
fórmula 


b 
=y 
(fig. 14). 

444. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos están 
en el eje do abscisas y son simétricos con respecto al ori- 
gen de coordenadas, sabiendo, además, que: 


Fig. 13. Fig. 14. 


1) sus semiejes son iguales a 5 y a 2; 
2) su eje mayor es igual a 10 y la distancia entre los 
focos 2c ; 


3) su eje "menor es igual a 24 y la distancia entre los 
focos 2c = 10; 


4) la distancia entre sus focos 2с = б y la ехсопігісі- 
dad e = 5; 


5) su eje mayor es igual a 20 y la excentricidad e = 


6) su eje monor es igual а 10 y la excentricidad e 

7) la distancia entre sus directrices es igual a 
distancia entre sus focos 2с = 4; 

8) su eje mayor es igual a 8 y la distancia entre sus 
directrices es igual a 16; 

9) su eje monor es igual a 6 y la distancia entre sus 
directrices es igual a 13; 
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10) la distancia cntre sus directrices es igual a 32 y 
Та oxcentvicidad e=}. 

445. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos están 
en el eje de ordenadas y son simétricos con respecto al ori- 
gen de coordenadas, sabiendo, adomás, quo: 

1) sus semiejes son iguales respectivamente а 7 y 2; 

2) su oje mayor es igual a 10 y la distancia entro sus 
focos 2c = 8; 

3) la distancia entre sus focos 2с = 24 y la excentri- 
cidad e = 


4) su oje menor es igual a 16 y la excentricidad e = 5; 
5) la distancia entre sus focos 2с = 6 y la distancia 


entre las directrices es igual a 163; 
6) la distancia entre sus directrices es igual a 10% 


y la excentricidad e = $- 


446. Doterminar los semiejes de cada una do las elipses 
siguientes: 


DEAR Em 3) 224 25—25; 
4) 224 5y2=45; 5) даз + 9? =25; 
6) 922 + 25y2=4; Т) 214-421; 
8) 167% 4 y2=46; 9) 25:*%4-9y*=1; 
10) 922 + y? = 1. 
447. Dada la elipse 
Өз? + 25y? == 225, 
hallar: 
1) sus semiejes; 
2) sus focos; 
3) su excentricidad; 
4) las ecuaciones de sus directrices. 


448. Calcular el área del cuadrilátero que tiene dos 
vérticos en los focos de Ja elipso 


+ 5у% = 20, 
y los otros dos coinciden con los extremos de su eje menor. 


84 


449. Dada la elipse 
9a? + 5y? = 45, 

hallar: 

4) sus semiejes; 

2) sus focos; 

3) su excentricidad; 

4) las ecuaciones de sus directrices. 

450. Calcular el área del cuadrilátero que tiene dos 
vértices en los focos de la elipse 


9a? H 5y? =1, 
y los otros dos coinciden con los extremos de su eje menor. 
451. Calcular la distancia del foco F (c; 0) de la elipse 
a p 
atp=1 
a la directriz unilateral con este foco. 
452. Construir los focos de la elipse 


sirviéndose solamente de un compás (se supone que están 
marcados los ejes de coordenadas y que se ba dado la 
unidad de medida). 

453. Hallar en la elipse 


и 
+= 


los puntos cuyas abscisas son iguales a —3. 

454. Determinar cuáles de a тобе ТЕ 
A2(2 —2), 42(2; —4), 
Ay (3; —1), Az (8; 2), As ой i Fe 5: Е ‚(0 
están en la olipse 


Ls 


82 + 5y? = Т1, 


cuáles están dentro y cuáles fuera de ella. 
455. Averiguar qué líneas determinan las ecuaciones 
siguientes: 


1) y= IVA; 2) y=—4 V5 
3) == ү; 4 == 144 УЛ. 


Representar estas líneas en el plano. 


456. La excentricidad de una elipse os e = 2, el radio 


focal de un punto M de la olipse es igual a 10. Calcular la 
distancia del punto M a la directriz unilateral a este foco. 


457. La excentricidad de una elipse es e = 2, la dis- 


tancia de un punto M de la elipse a la directriz es igual 
a 20. Calcular la distancia del punto M al foco unilateral 
a esta directriz. 


458. Se da el punto Af, (2; — 5) en 1а clipse 


a 
++ 
hallar Јаз ecuaciones de las rectas en las que están los 
radios focales del punto My. 


459. Habiendo verificado que el punto М, (—4; 2,4) 
está en la elipse 


E 
ЗЕТ» 


doterminar los radios focales del punto M4. 


460. La excentricidad de una elipse es e = + , Su centro 


coincide con el origen de coordenadas y uno de los focos es 
Е (—2; 0). Calcular la distancia del punto M, de la elipse, 
cuya abscisa es igual a 2, a la directriz unilateral al foco 
dado. 


461. La excentricidad de una elipse es e = + , Su centro 


coincide con el origen de coordenadas y una de sus directri- 
сез so da mediante la ecuación z = 16. Calcular la distancia 
del punto M, de la elipse, cuya abscisa es igual a —4, al 
foco unilateral a la directriz dada. 
462. Determinar los puntos de la elipse 
A 
о! 
cuyas distancias al foco derecho son iguales a 14. 
463. Determinar los puntos de Ја elipso 


cuyas distancias al foco izquierdo son iguales a 2,5. 
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464. Por el foco de la elipse 


se ha trazado una perpendicular a su eje mayor. Determi- 
nar las distancias de los puntos de intersección de esta 
perpendicular con la elipse hasta los focos. 


y 


Ca 


[Я 15. 


465. Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos están 
situados en el eje de abscisas y són simétricos con respecto 
al origen de coordenadas, si se dan: 


1) el punto M,(—2V 5; 2) de la elipse y su semieje 
menor b=3; 


23, el punto М, (2; —2) de la elipse y su вешісје mayor 


3) los puntos M, (4; — V3) y №. (2172; 3) de la elipse; 

4) el punto M,(V 15; —1) de la elipso y la distancia 
entre sus focos 2c=8; 

5) el punto M, (2 -3) de la elipse y su oxcentrici- 
dad e=; 

6) el punto M, (8; 12) de la elipse y la distancia r, = 20 
desde él hasta el foco izquierdo; 


7) el punto M,(—V5; 2) de la elipse y la distancia 
entro sus directrices es igual a 10. 
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466. Determinar la excentricidad e de la elipse, si: 

1) su eje menor se ve desde uno de los focos formando 
un ángulo de 60°; 

2) el segmento entre los focos se ve desde los vértices 
del eje menor formando un ángulo recto; 

3) la distancia entre las directrices es el triple de la 
distancia entre los focos; 

4) el segmento de la perpendicular bajada desde el centro 
де la elipse a su directriz se divide рог la mitad on el 
vértice de la elipse. 

467. Por el foco F de la elipse se ha trazado una perpen- 
dicular a su oje mayor (fig. 15). Determinar para qué valor 
de la excentricidad de la elipse serán paralelos los segmentos 


АВ y OC. 

468. Hallar la ecuación de la elipse de semiejes a y b 
con el centro С (£o; yo), si se sabe que los ejes de simetría 
de la elipse son paralelos a los ejes coordenados. 

469. La elipse es tangente al eje de abscisas en el punto 
A (3; 0) y al eje de ordenadas en el punto В (0; —4). Hallar 
la ecuación de esta elipse, sabiendo que sus ejes de simetría 
son paralelos a los ejes coordenados. 

470: El punto С (—3; 2) es ol centro de una elipse, que 
es tangente a los dos ejes coordenados. Hallar la ecuación 
de esta elipse, sabiendo que sus ejes de simetría son рага- 
lelos a los ejes coordenados. 

471. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientes 
determina una elipse y hallar las coordenadas del centro С, 
los semiejes, la excentricidad y las ecuaciones йе! las 
directrices: 

1) 5a? + 94 —30r+18y+9 =0; 
2) 167? 4 25y? 4- 32r — 100y — 284 
3) 402--302—824- 12y —32=0. 

472. Determinar qué líneas definen lus ecuaciones 

siguientes: 


1) у= 720016006208; 2) y=1-4V r 
3) х= —2У—5=бу—у% 4) 2=—5+ VE Fy r. 


Representar estas línoas en el plano. 
473, Hallar la ecuación de la elipse, sabiendo que: 
1) su eje mayor es igual a 26 y los focos son F, (—10; 0), 
Fa (14; 0); 
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2) su eje menor es igual a 2 y los focos son Р, (—1; —4), 
Pa (1; 1); 
3) sus focos son Fi (—25 $)» Fa (25 ~$) y la excen- 


VE. - 


tricidad es e=-5%; 
4) sus focos son Р, (1; 3), P¿(3; 1) y la distancia entre 


sus directrices es igual а 12/2. 
474. Hallar la ecuación de la elipse, si se conoce su 


excentricidad et, su foco Р (2; 1) y la ecuación de la 
directriz correspondiento 
2—5=0. 

475. Hallar la ccuación de la elipse, si se conoce su 
excontricidad e=2, su foco F(—4; 1) y la ecuación de 
la directriz correspondiente 

y+3=0, 


476. El punto A (—3; —5) está en una elipso, uno de 
cuyos focos es F (—1; —4) y la directriz correspondiente 
se da mediante la ecuación 

2—2 = 0. 
Hallar la ecuación де esta elipse. 
477. Hallar la ecuación de la elipse, si so conoce su 


excentricidad e = 3, el foco Р (3; 0) y la ecuación de la 
directriz correspondiente 
+y=1=0. 


478. El punto M, (2; —1) está en la elipse, uno de cuyos 
focos es F (1; 0) y la directriz correspondiente se da mediante 
la ecuación 


2r у — 10 = 0. 


Hallar Ja ecuación de esta elipse. 
479. El punto M, (3; —1) es un extremo del eje menor 
de una elipse, cuyos focos están en la recta 


y+6=0, 


Hallar la ecuación de esta elipse, conociendo su excentri- 
vz 


cidad e ==. 


480. Hallar los puntos de intersección de la recta 
= +20 —7 = 0 
+ 4y = 25. 
481. Hallar los puntos de intersección de la recta 
3z + 10у — 25 = 0 


y la olipse 


y la elipse 


a ya 
pk 


482. Hallar los puntos de intersccción de la recta 


3x—4y — 40 = 0 
y la elipse 


483. Determinar la posición de la recta con rolación 
a la elipse (la corta, es tangente o pasa fuera de ella), 
si la recta y la elipse se dan mediante las siguientes 
ecuaciones: 


1) 22—y—3=0, 2) 2x+y—10=0, 
зэ Ros 2 no, 
re арф 

3) 3x+2y—20=0, 
Ar а 
30 +10 = 1. 
484. ¿Para qué valores de т la recta 
у= —:-+т 
4) сома a la elipse 
PS S 
aro 
2) es tangonto a ella; 


3) pasa fuera de esta elipse? 
485. Deducir la condición, según la cual la recta 


y=kx+m 
es tangente a la elipse 

E 

+=? 


486. Hallar la ecuación de la tangente а la elipse 
2 p 
ағ 1 
en uno de sus puntos Л, (zi; ys). 
487. Demostrar que las tangentes a la elipse 
E 


нр, 


trazadas en los extremos de un mismo diámetro son paralelas. 
(Se llama diámetro de la elipse a la cuerda que pasa por 
su centro.) 


488. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 


rt 
que son paralelas a la recta 
3z+2y+7=0. 
489. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 
24 4y = 20, 
que son perpendiculares a la recta 
2z—2y—13=0. 
490. Trazar las tangentes a la clipse 
paralelas a la recta 
åáz—2y+23=0 


y calcular la distancia d entre ellas. 
491. Hallar en la elipse 


Р 
Iti 

ol punto M, más próximo a la recta 

2r—3y+25=0, 


y calcular la distancia d del punto M, a esta recta 


492. Desde el punto A (3:3) se han trazado tangentes 


a la elipse 
а и 


20 5 


Hallar sus ecuaciones. 


e 


493. Desde el punto С (10; —8) se han trazado tangentes 
a la elipso 


1. 


y2 
25 +16 
Hallar la ecuación de la cuerda que une los puntos do соп- 
tacto. 
494, Desde el punto P (— 16; 9) se han trazado tangen- 
tes a la elipse 


за и. 
EE 


Calcular la distancia d del punto P a la cuerda de la clipse 
que une los puntos de contacto. 

495. Una elipse pasa por el punto A (4; —1) y es tan- 
gente a la recta 

z+4y—10=0. 

Hallar la ecuación de esta elipse, si sus ejes coinciden con 
los ejes coordenados. 

496. Hallar la ecuación de la elipse que es tangente 
a las dos rectas 


3z — 2y — 20 = 0, х + 6y—20=0, 


si sus ejos coinciden con los ejes coordenados. 

497. Demostrar que el producto de la distancia del 
centro de la elipse al punto de intersección de wna tan- 
gente arbitraria con el eje focal por la distancia del mismo 
centro hasta la base de la perpendicular bajada desde el 
punto de contacto al eje focal, es una cantidad constante, 
igual al cuadrado del semieje mayor de Ja elipse. 

498. Demostrar que el producto de las distancias de los 
focos a cualquier tangente de la elipse es igual al cuadra- 
do del semieje menor. 

499. La recta 

r—y—5=0 
es tangente a una elipse cuyos focos están en los puntos 
F, (—3; 0) y Fz (3; 0). Hallar la ecuación de esta elipse. 

500. Hallar la ccuación de la elipse cuyos focos están 
situados en el eje de abscisas y son simétricos con respecto 
al origen de coordenadas, si se conoce la ecuación de la 
tangente a la elipse 

3z + 10y — 25 = 0 
y su semieje menor b = 2. 
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501. Demostrar que la recla, tangente a la elipse en un 
punto M, forma ángulos iguales con los radios focales F,M, 
Р.М y pasa рог fuera del ángulo РАР. 

502, Desde el foco izquierdo de la elipse! 

2, 


51-201 
se ha dirigido un rayo de luz con una inclinación al eje 
Ox de un ángulo obtuso œ. Se sabe que tga = — 2. Lle- 


gando el rayo a la elipse se ha reflejado de ella. Hallar 
la ecuación de la recta en la que está situado el rayo ro- 
Пејайо. 

503. Determinar Jos puntos de intersección de las dos 

elipses: 

a + 9y — 45 = 0, 22 + 94? — бх — 27 = 0. 
504. Verificando que las dos elipses 
nèr? + mp — т?п? = 0, 
т?а? + пу? — тл? = 0 (т 5 п) 

se cortan en cuatro puntos situados en una circunferencia 
con el centro en el origen de coordenadas, determinar el 
radio R de osta circunferencia. 

505. Dos planos æ y 6 forman un ángulo р = 30°. Deter- 
minar los semiejes de la elipse formada por la proyección 
sobre el plano В do una circunferencia de radio 1? = 10, 
situada en el plano œ. 

506. Una elipse, cuyo semieje menor es igual a 6, es 
la proyección de una circunferencia de radio R = 12, Deter- 
minar el ángulo Фф formado рог los planos, en los que 
están la elipse y la circunferencia. 

507. La directriz de un cilindro circular es una circun- 
ferencia de radio R == 8, Determinar los semiejes de la 
elipse obtenida en la sección de este cilindro al ser cortado 
por un plano que forma con su eje un ángulo Ф = 30°. 

508. La directriz de un cilindro circular es una circun- 
ferencia de radio R = V3. Determinar qué ángulo debe 
formar un plano con el оје del cilíndro, para que en su 
sección se obtenga una elipse con un semieje mayor a = 2. 

509. Se llama contracción uniforme (o dilatación uni- 
forme) del plano hacia el oje de abscisas a una transforma- 
ción de los puntos del plano, según la cual un punto 
arbitrario М (т, y) se traslada al punto M’ (27, y”) (fig. 16) 
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de manera que 


У = ду, 


en donde y >0 es una constante, Mamada coeficiente de 
contracción (o dilatación) uniforme. 


Y 


Fig. 16. Fig. 17. 


La contracción (o dilatación) uniforme del plano hacia 
el oje Oy se define por analogía mediante las ccuaciones 
z = 4, y =y 

(tig. 17). 
Determinar en qué línoa se transforma la circunferencia 
2% + у% = 25, 
si el coeficiente de contracción uniforme del plano hacia 
el eje de abscisas es =$. 
510. El coeficiente de contracción uniforme del plano 
hacia el oje Oy es igual а 2. Determinar la ocuación de 


4 
la línea en que se transforma la elipso 
2 n_ 
Er 


medianto tal contracción. 
511. Hallar la ecuación de la línea en que se trans- 
forma la elipse 


ЕТА 
жо”! 


°4 


después de dos contracciones uniformes consecutivas del 
plano hacia los ejes coordenados, si los cocficientes de 
las contracciones uniformes del plano hacia los ejes Ох 
y Oy son respectivamento iguales a + y +. 
512. Determinar el coeficiente д de contracción uni- 
forme del plano hacia el eje Ox, según la cual la elipse 
а2 4 
3679 
se transforma еп la elipse 
E 
+=! 


513. Determinar el coeficiente q de contracción uni- 
forme del plano hacia el eje Oy, según la cual la elipse 


ny 
9 +25 = 

se transforma еп la elipse 
E 
g-i 


514. Determinar los coeficientes q, y qa de dos contrac- 
ciones uniformes consecutivas del plano hacia los ejes Ох 
y Oy, según las cuales la elipso 

a уз _ 

gt 
se transforma en la circunferencia 

2240-16. 


$ 19. La hipérbola 


So llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos para los 
cuales la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, 
Jlamados focos, es una cantidad constante; la diforoncia indicada 
во toma en su valor absoluto y suele designarso соп 2а. Los focos de 
la hipérbola se designan con las letras) Р, у Р; y la distancia entro 
ellos con 2с. Según la definición de la hipérhola, 2a < 2с о a < c. 
Si los ejes dol sistema de coordenadas cartesiano rectangular s0 
han elegido do manera quo los focos de la hipérbola se sitúan оп el 
eje de abscisas, simétricamente con respecto al origen de coordenadas, 
la ecuación de la hipórbola on este sistema de coordenadas es do la 
forma 
A да 
ат ьт 


(1) 
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en donde b //с® — a. La ecuación de la forma. (1) se llama ecua- 
ción canónica de la hipérbola. En ol sistema de coordenadas elegido 
como se ha indicado, los ejes do coordenadas son los ejes de simetría 
do Ja hipérbola y el origen de coordenadas es su centro de simotría 
(Гід. 18). Los ejes de simotría do Ја hipórbola so Патап abroviadamente 
ejes, y su centro de simotría, centro de la hipérbola. La hipérbola 
corta uno de sus ejes; los puntos de intersección se llaman vértices 
de la hipérbola. En la fig. 18, los vérticos do la hipérbola son los 
puntos A% y A. 


Fig. 18. 


El rectángulo con los lados 2а y 25, situado simétricamento con 
respecto a los ejes do Ja hipérbola y que es tangente a ella en sus vér- 
ticos, so llama rectángulo principal de la hipérbola. 

Los segmentos de longitud 2а y 2b, que unen los puntos modios 
do los lados del rectángulo principal de la hipórbola, se llaman tam- 
bién, ejes. Las diagonales del rectángulo principal (prolongadas inde- 
finidamente) son las asintotas de la hipérbola y sus couacionos воп: 

b 
у= у = 


z. 
La ecuación 


12 


y 
+51 o 
determina una hipérbola simótrica con respecto a los ejes coordenados 
y tiene los focos en el eje de ordonadas; la ecuación (2), así como la 
ecuación (1), so Пата ecuación canónica de la hipórbola; en esto caso, 
Та diferencia constante do las distancias de un punto arbitrario do 
la hipérbola a los focos es igual a 2b. 


аз dos hipérbolas, quo cn un mismo sistema de coordenadas so 
determinan por las ecuaciones 


aner а p 
CI РИ 
хо llaman conjugadas. 


La hipérbola con los somiejes iguales (а = b) se llama equilátera 
y su ecuación canónica es de la forma 
ус 89 


=d? о —st}ytmat, 
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El número 

с 

cs 

а 
en donde а es la distancia del centro dela hipérbola а su vértico, so 
llama excentricidad de la hipérbole. Es evidente que para cualquier 
hipórbola e >1. Si M (2; y) es un punto arbitrario do la hipérbola, 
los segmentos P.M y FM (véase la fig. 18) se Haman radios focales 
del punto M. Los radios focales do los puntos de la rama derecha de 
la hipérbola se calculan por las fórmulas 


тү=еш-Ьа‚ ra=er—a, 
У los radios focales do los puntos de la rama izquierda, por las fór- 
mulas 
тұ —E2—4, r= —ех а. 
Si la hipérbola se da medianto la ccuación (1), las rectas deter- 
minadas por las ecuaciones 


а 
mm, 
B 


se llaman directrices (véase la fig. 18). Si la hipérbola se da modiante 
la ocuación (2), las directrices se determinan рог las ecuaciones 
m tE 
v e с 
Cada directriz tiene la ta propiedad: si ғ es la distancia 
de un punto arbitrario de la hipérbola a uno de los focos y d es la 
distancia desdo el mismo punto hasta la directriz, unilateral a esto 


foco, la"razón т es una cantidad constante, igual a la excontricidad 
de la hipérbola; 


515. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos 
están situados en el eje de abscisas y son simótricos con 
respocto al origen de coordenadas, sabiendo, además, que: 

1) sus ejes 2a = 10 y 2b = 8; 

2) la distancia entre los focos 2с == 10 y el eje 2b = 8; 

3) la distancia entre los focos 2c y la excentrici- 


3 
dad == 


4) el eje 2a=16 y la excentricidad e=2; 
5) las ecuaciones de las asíntotas 


у= фз 
у la distancia entre los focos 2с == 20; 
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6) la distancia entre las directrices es igual a 22% 
y la distancia entre los focos 2c=26; 

7) la distancia entre las directrices es igual a 
eje 20=8; 

8) la distancia entro las directrices es igual а È y la 


ТЯ 


y el 


excentricidad e=3 ; 
9) las ecuaciones de las asíntotas son 


3 
=т= 


y la distancia entre las directrices es igual a 1 


516, Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos 
están situados en el eje de ordenadas y son simétricos con 
respecto al origen de coordenadas, sabiendo, además, que: 

1) sus semiejes а = 6, b = 18 (señalamos соп la letra 
a el somieje situado en el cje de abscisas); 

2) la distancia entre los focos 2c = 10 y la excentrici- 


dad е = EA 
3) las ecuaciones de las asíntotas son 
у=+Ёт 
y la distancia entre los vértices es igual a 48; 
4) la distancia entre las directrices es igual a 7 + y la 


excentricidad к= + ; 


5) las ecuaciones de las asíntotas son 
4 
у= тт 


y la distancia entre las directrices es igual a б<. 


517. Determinar los semiejes а у b de cada una de las 
hipérbolas siguientes: 


4; 3) 2—4yt=16; 


4) х®—у®—=1; 5) 4a?—9y*=25; 6) 252% —16y*=1; 
т) 9? —64y*=4. 


518. Dada la hipérbola 1022 — 9y° = 144, hallar: 

1) los semiejes a y b; 2) los focos; 3) la excontricidad; 
4) las ecuaciones de las asíntotas; 5) las ecuaciones de las 
directrices. 

519. Dada la hipérbola 1622 — 9y? = — 144, hallar: 

1) los semiejes a y b; 2) los focos; 3) la excentricidad; 
4) las ecuaciones de las asíntotas; 5) las ecuaciones de las 
directrices. 

520. Calcular el área del triángulo formado por las 
asíntotas de la hipérbola 


a 


y la rocta 
9л + 2y — 24 = 0. 
521. Averiguar qué líneas determinan las ecuaciones 
siguientes: 


D y= + УЖ, 
2) y= -3V FFI, 

3) == — 4 VIF, 
4) y= +4 VFB. 


Representar estas líneas en ol plano. 
522, Se da ol punto M, (10; —V3) en la hipérbola 
а p 
80—20 
Hallar Jas ccuaciones de las rectas, еп las cuales están 
los radios focales del punto My. 
523. Habiendo verificado que el punto M; (—5; 2) 
está en la hipérbola 


=1. 


determinar los radios focales del punto M,. 

524. La excentricidad de una hipérbola es е = 2; el 
radio focal de su punto M trazado desde uno de los focos 
es igual а 16. Calcular la distancia del punto М а la 
directriz, unilateral a este foco. 
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525. La excentricidad de una hipérbola es e = 
distancia de un punto 27 de la hipérbola a la directriz es 
igual a 4. Calcular la distancia del punto M al foco, uni- 
lateral a esta directriz. 

526. La excentricidad de una hipérbola ёз e = 2; su 
centro está en el origen de coordenadas y uno de los focos 
es F (12; 0). Calcular la distancia del punto М, de la 
hipérbola, de abscisa igual a 13, a la directriz correspon- 
diente al foco dado. 


527. La excentricidad do una hipérbola es e = $: su 


centro está en el origen de coordenadas y una de sus di- 
rectrices se da mediante la ecuación z = — 8. Calcular la 
distancia del punto M, до la hipérbola, de abscisa igual 
a 10, al foco correspondiente a la directriz dada. 

528. Determinar los puntos de la hipérbola 


cuyas distancias al foco derecho son iguales a 4,5. 
529. Determinar los puntos de la hipérbola 
a y 
ET 
cuyas distancias al foco izquierdo son iguales a 7. 
530. Por el foco izquierdo de la hipérbola 


se ha trazado una perpendicular al eje que contiene los 

vértices. Determinar las distancias de los focos а 1оз'рип- 

tos de intersección de esta perpendicular con la hipérbola. 
531. Construir los focos de la hipérbola 


sirviéndose solamente del compás (se supone que están 
representados los ejes de coordenadas y que se ha dado 
la unidad de medida). 

532. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos 
están en ol eje de abscisas y son simétricos con respecto 
al origen de coordenadas, si se dan: 

1) los puntos M, (6; —1) y M¿(—8; 205) de la bi- 
pérbola; 
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2) el punto M,(—35, З) de la hipérbola y la excentri- 
cidad e=V2; 


3) ol punto А, ($; —1) de la hipérbola y las ecua- 
ciones de las asíntotas 
y==%3 


4) el punto М, (—3; 5.) de la hipérbola y las осма. 
ciones de las directrices 
z=+4; 
5) las ecuaciones de las asíntotas 
у=} 
y las ccuaciones de las directrices 
ку 


533. Determinar la excentricidad de una hipérbola 
equilátera. 

534. Detorminar la excentricidad de la hipérbola, si el 
segmento comprendido entre sus vértices se ve desde los 
focos de la hipérbola conjugada bajo un ángulo de 60% 

535. Los focos de una hipérbola coinciden con los 
focos de la elipso 


á y 
gtii 
Hallar la ecuacion de Ja hipérbola, si su excentricidad 


ев в=2. 
536. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos 
están en los vértices de la elipse 
a 
mt! 


y las directrices pasan por los focos de esta elipse. 
537. Demostrar que la distancia del foco de la hipérbola 


а su asíntota es igual а b. 
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538. Demostrar que el producto de las distancias de 
cualquier punto de la hipérbola 


2 y 
a yl 
a sus dos asíntolas es una cantidad constante, igual 
aya 
а с-гу. 


539. Demostrar que el área dol paralelogramo, limitado 
por las asíntotas de la hipérbola 


а ж 
эти =1 


y las rectas trazadas por cualquiera de sus puntos y рага- 
lelas a las asíntotas, es una cantidad constante, jgual 


al 
as. 
540. Hallar la ecuación до la hipérbola, si se conocen 


sus somiejes a y b, así como su centro С (To; yo) y los focos 
están situados en una recta: 


1) paralola al eje От; 
2) paralela al ejo Oy. 


541. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientes 
determina una hipérbola y hallar las coordenadas de su 
centro С, los зотіејеѕ, la excentricidad, las ecuaciones de 
las asíntotas y las ecuaciones de las directrices: 


1) 162% — 9y? — Gáx — 54y — 161 


2) 92? — 16y* + 90х + 32y — 367 
3) 1622 — 9y° — 64х — 18y + 199 = 


0 
0 
0. 


542, Averiguar qué líneas determinan las ecuaciones 
siguiontes: 


1) y= 144 VA=12=3; 


3) ->=9-2V FF F8: 
4) r=5- VPF T. 
Representar estas líneas en el plano, 
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543. Hallar la ecuación de la hipérbola, sabiendo que: 

1) la distancia entre sus vértices es igual a 24 y los 
focos son F: (—10; 2), Fa (16; 2); 

2) los focos son Ё, (3; 4), Fa (—3; —4) y la distancia 
entre las directrices es igual a 3,6; 

3) el ángulo entre las asíntotas es igual a 90° y los focos 
son F, (4; —4), Fa (—2; 2). 

544. Hallar la ecuación de la hipérbola, si se conoce su 


excentricidad e = Š, el foco Р (5; 0) y la ecuación de la 
directriz correspondiente 
52 — 16 = 0. 

545. Hallar la ccuación до la hipérbola, si se conoce su 
excentricidad e = 8. el foco F (0; 13) y la ecuación do la 
directriz correspondiente 

13y — 144 = 0. 
546. El punto А (—3; —5) está en una hipérbola, uno 


de cuyos focos ез F (—2; —3) y la directriz correspondiente 
se da mediante la ecuación 


z+1=0. 
Hallar la ecuación de esta hipérbola. 

547. Hallar la ecuación de la hipérbola, si se conoce su 
excentricidad e = V5, el foco F (2; —3) y la ecuación de la 
directriz correspondiente 

3z— y +3 = 0. 
548. El punto М, (1; —2) está en una hipérbola, uno 


de cuyos focos es Р (—2; 2), y la directriz correspondiente 
se da mediante la ecuación 


21 —y=1=0. 
Hallar la ecuación de esta hipérbola. 
549. Se da la ecuación de una hipórbola equilátera 
а% — у = ай. 


Hallar su ecuación еп el nuevo sistema, tomando sus asín- 
totas por ejes de coordenadas. 

550. Habiendo verificado que cada una de las ecuaciones 
siguientes determina unaZhipérbola, hallar para cada una 
de ellas su contro, los semiejes, las ecuaciones de las asín- 
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totas y construir cada una de ellas en el plano: 
1) zy = 18, 2) 22у — 9 = 0, 3) 22у + 25 = 0. 
551. Hallar los puntos de intersección de la recta 
2ж—у—10=0 
y la hipérbola 


a 
20 
552. Hallar los puntos do intersección de la rocta 


4r — 3y — 16 = 0 


2 
—L=1. 
3 


y la hipérbola 


2 уз 
==> 
553. Hallar los puntos do intersección de la recta 
2ж—у+{+1=0 
y la hipérbola 
a y 
97-4 


554. Doterminar, en los casos siguientes, la posición 
de la recta con relación a la hipérbola y verificar si la 
corta, es tangente o pasa fuera de ella: 


12 
a 
2) Y +1=0, jg — 
Е s p 
3) Tz—5y=0, j-i =1. 


555. Determinar los valores de m para los que la recta 


5 a 
у= афт 


РЕ 12 y 
1) corta a la hipérbola 5—31; 
2) es tangente a ella; 


3) pasa por fuera de osta hipérbola. 
556. Deducir la condición, según la cual, la recta 


y=kx+m 
104 


es tangento a la hipérbola 


e 
id 

557. Hallar la ecuación de la tangente a la hipérbola 
PE 
эк== 


en su punto №, (z4; уу). 
558. Demostrar que las tangentes а la hipérbola, tra- 
zadas desde un mismo diámetro, son paralelas. 


559. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipér- 
bola 


que зоп perpendiculares a la recta 
4x+3y—7=0. 


560. Hallar las ecuaciones de las tangentes а la hipér- 
bola 


a y 


ъ=! 
que son paralejas а la recta 
102— 3у+9= 0. 
561. Trazar las tangentes а la hipérbola 
A 
Аг E Ар 
que son paralelas a la recta 
22+ 4y—5=0 


y calcular la distancia d entre ellas. 
562. Hallar en la hipérbola 


2 y 
24 18 

el punto M, más próximo a la recta 
3:--2у+1=0 


y calcular la distancia d del punto M, а esta recta. 
563. Hallar las ecuaciones de las tangentes а la 
hipérbola 


=4 


2—y=16, 
trazadas desde el punto A(—1; — 7). 
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564. Desde el punto С (1; —10) se han trazado tangen- 


tes a la hipérbola 
ж. La 


8 32 


Hallar la ecuación de la cuerda que une los puntos de 
contacto. 
565. Desde ol punto P (1; —5) se han trazado tangentes 
a la hipérbola 
э uy 
же 
Calcular Ja distancia d del punto P а la cuerda de la 
hipérbola que une los puntos de contacto. 
566. Una hipérbola pasa por el punto A (VB; 3) y es 
tangente a la recta 


9z + 2y — 15 = 0. 


Hallar la ecuación de esta hipérbola, si sus ejes coinciden 
con los ejes coordenados. 

567. Hallar la ecuación de la hipérbola que es tangente 
a las dos rectas: 


5z — ву — 16 = 0, 137 — 10у — 48 = 0, 


si sus ejes coinciden con los ejes coordenados. 
568. Habiendo verificado que los puntos de intersección 
do la elipse 
z2 p 
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y la hipérbola 


з y 
TE E 
son los vértices de un rectángulo, hallar las ecuaciones 
de sus lados. 
569. So da la hipérbola 
л ys 
жек 
y una tangente cualquiera de ella; Р es el punto de inter- 


sección de la tangente у el eje Ox; Q es la proyección 
del punto de contacto sobre el mismo eje. Demostrar que 


Ob-0Q = а. 
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570. Demostrar que los focos de la hipérbola están 
situados a diversos lados de cualquier tangento de olla. 
571. Demostrar que el producto de las distancias de los 
focos de cualquier tangente a la hipérbola 
a y 
ihs 


es una cantidad constante, igual a b. 
572, La recta 


2r—y—4=0 


es tangente a una hipérbola cuyos focos están en los puntos 
Р, (3; 0) y Fa (3; 0). Hallar la ecuación de esta hipér- 
bola. 

573. Hallar la ccuación de la hipérbola cuyos focos, 
están situados en el eje de abscisas y son simétricos con 
respecto al origen de coordenadas, si se conoce la ecuación 
de la tangente a la hipérbola 


15% + 16у — 36 = 0 


y la distancia entre sus vértices es 2a = 8. 

574. Demostrar que la recta, tangente a la hipérbola 
en cierto punto M, forma ángulos iguales con los radios 
focales PM у Р.М y pasa por dentro del ángulo PMF. 

575. Desde el foco derecho de la hipérbola 


ge ha dirigido un rayo de luz que forma con el eje Ох un 
ángulo a {л а $n). So sabo quo ща = 2. Lle- 


gando a la hipérbola, el rayo во ha reflejado do ella. Ha- 
Паг la ecuación de la recta en la que está situado el rayo 
reflejado. 

576. Demostrar que, teniendo focos comunes, la elipse 
y la hipérbola se cortan, formando un ángulo recto. 

577. El coeficiente de Се uniforme del plano 


hacia ol eje Oz оз igual a É. Determinar la ecuación de 
la: лез, ¡ene pulso Парвона Ша, ЕДА 

2 e_ 

q 


dospués de esta contracción, 


407 


Observución. Véase el probloma 509. 


578. El coeficiente de contracción uniforme del plano 
hacia ol eje Оу cs igual а 5 Determinar la ecuación do 
la línea, en la cual se transforma la hipérbola 

so 
A 
después de esta contracción. 

579. Hallar la ecuación de la línea, en la cual se trans- 
forma la hipérbola 

2 y=9, 


después de dos contracciones uniformes conseculivas del 
plano hacia los ejes coordenados, si los coeficientes de 
contracción uniforme del plano hacia los ejes Ол y Oy son 


respectivamente iguales a + УЗ. 


580. Determinar el coeficiente q de contracción uniforme 
del plano hacia el cjo Ох, según la cual, la hipérbola 


22 e 
25—37 =4 
se transforma еп la hipérbola 


581. Determinar el coeficiente g de contracción uni- 
[ише dol plano hacia el eje Oy, según la cual, la hipór- 
jola ы 


#_и_, 
LS 
se transforma en la hipérbola 
= E 
16 г 


582. Determinar los coeficientes q, у gz do dos con- 
tracciones uniformes consecutivas del plano hacia los ejes 
Ox y Oy, según las cuales, la bipérbola 


$ 20. La parábola 


So llama parábola al lugar geométrico de los puntos. para cada 
uno de los cuales Ја distancia а un punto fijo del plano, Mamado foco, 
es igual a la distancia a una recta fija, Jlamada directriz. El foco 
de la parábola ве designa por la letra Ё, la distancia del foco а la 
directriz por la letra р. El número р ёс Пата parámetro do la 
parábola. 

Consideremos un sistema de coordenadas cartesiano rectangular 
tal, que el cjo de abscisas paso por el foco de la parábola dada, sea 
perpendicular a la directriz y tenga la dirección de la directriz al 


СЗ 


Fig. 49. Fig. 20. 


foco; el orígen de coordonadas lo supondremos situado а igual distan- 
cia del foco y de la directriz (fig. 19). En esto sistema do coordenadas, 
la parábola dada so determina por la ecuación 

yi=2pz. (1) 
La ecuación (1) so llama ecuación canónica de la parábola. En este 
mismo sistemna de coordenadas la directriz de la parábola tiono la 


z= 


E. 
El radio focal de un punto arbitrario M (=; y) do la parábola (оз docir, 
la longitud del segmento FM) se puedo calcular por la fórmula 


кее у 


La parábola tiene un ojo do simetría, Hamado cje, сон el cual so corta 
en un punto único. El punto de intersección de la parábola y el ejo 
se llama vértice. En el sistema de coordenadas elegido, сото se ha 
indicado anteriormento, el cjo de la parábola coincide con ol eje de 
abscisas, el vértice está еп ol origen de coordenadas y toda la parábola 
se encuéntra en el semiplano derecho. 

Si el sistema de coordenadas so ha elegido do manora que ol ejo 
do abscisas coincide con el eje de la parábola y el origen de coorde- 
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nadas con el vértice, pero la parábola está en el semiplano izquierdo 
(fig. 20), su ecuación será: 


y?=—2pz. (2) 


Si el origen do coordenadas se encuentra en el vértice y ol ojo 
е cun cl eje de ordenadas, la parábola tendrá la ecuación 


22=2ру, (3) 


on el caso de quo esté situada en ol somiplano superior (fig. 24), y la 
venación 


coin 


22= —2ру, (4) 


оп ul caso de quo estó situada en el somiplano inforior (lig. 22). 
Cada una de las cconciones de la parábola (2), (3), (4), así como 
la ecuación (1), so Шата ecuación canónica. 


Fig. 21. Fig. 22. 


583. Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice 
está en el origen de coordenadas, sabiendo que: 

1) la parábola está situada en el semiplano derecho, 
es simétrica con respecto al eje Ох y su parámolro ез 


2) la parábola está situada en el semiplano izquierdo, 
es simétrica con respecto al eje Ox y su parámetro es 
р = 0,5; 

3) la parábola está situada cn el semiplano superior, 
es simétrica con respecto al eje Oy y su parámetro es 


р= т} 
4) la parábola está situada еп el somiplano inferior, 
es simétrica con respecto al eje Oy y su parámetro es p = 3; 
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584. Determinar el valor del parámetro y la situación 
de las parábolas siguientes con respecto a los ejes coorde- 
nados: 

1) y? = б>; 2) 2? = 5y; 3) y? = — йш; 4) аб = — у. 

585. Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice 
está en el origen de coordenadas, sabiendo que: 

4) la parábola es simétrica con respecto al eje Or 
y pasa por el punto A (9; 6); 

2) la parábola es simétrica con respecto al eje Ox 
y pasa рог el punto B (—1; 3); 

3) la parábola es simétrica con respecto al eje Oy 
y pasa рог el punto С (1; 1); 

4) la parábola es simétrica con respecto al eje Oy 
y pasa por el punto D (4; —8). 

586. Un cable de acero está colgado por los dos extre- 
mos; los puntos de suspensión están situados a una misma 
altura y a una distancia de 20 m. La magnitud de la fle- 
xión a la distancia de 2 m de los puntos de suspensión 
en sentido horizontal, es igual a 14,4 cm. Determinar la 
magnitud de la flexión de este cable en su punto medio 
(la flecha), suponiendo que el cable tiene la forma de un 
arco de parábola. 

587. Hallar la ecuación do la parábola que tiene ol 
foco F (0; —3) y pasa рог el origen de coordenadas, 
sabiendo que su eje sirve de eje Oy. 

588. Averiguar las líneas que determinan las ecuacio- 
nes siguiontes: 


4) y= +205, 2) y= +V Zn, 3) у= —3V =r, 
4) у=—2Ух, 5) х= +V5y, 6) s= 5V =p, 
7 х= —V 3, 8) х= +4V Zy. 
Ropresentar estas líneas еп el plano. 


589. Hallar el foco F y la ecuación de la directriz de 
la parábola 


y =2z. 
590. Calcular ol radio focal del punto M de la parábola 
y* = 202, 


si la abscisa del punto M ез igual а 7. 
591. Calcular el radio focal del punto M de la parábola 


y = 121, 
si la ordenada del punto M es igual a б. 
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592. Hallar en la parábola 
y? = 162, 


los puntos cuyos radios focales son iguales a 13. 
593. Hallar la ecuación de la parábola, si se da el foco 
F (—7; 0) y la ecuación de la directriz 
2—7 = 0. 


594. Hallar la ecuación de la parábola, sabiendo que su 
vértice coincide con el punto (0; В), el parámetro es igual 
a p, el eje es paralelo al oje Ox y la parábola se prolonga 
indefinidamente: 

1) en la dirección positiva del eje Ox; 

2) en la dirección negativa del eje Ox. 

595. Hallar la ecuación de la parábola, sabiendo que su 
vértice coincide con el punto (0; В), el parámetro es igual 
a p, el eje es paralelo al eje Oy y la parábola se prolonga 
indefinidamonte: 

1) en la dirección positiva del eje Oy (es decir, la pará- 
bola es ascendiente); 

2) en la dirección negativa del eje Oy (es decir, la pará- 
bola es descendiente). 

596. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientes 
determina una parábola y hallar las coordenadas de su vér- 
tice А, la magnitud del parámetro р y la ecuación de la 
directriz: 

D4=4-8 2) у= 4 — br, 
3) 22 = by + 2, 4) 22 = 2 – у. 


597. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientos 
determina una parábola y hallar las coordonadas de su 
vértice A y la magnitud del parámotro p: 


1) у= ааа 2, 2) y=40-80417, 
3) y=—F4422—1. 


598. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientes 
determina una parábola y hallar las coordenadas de su 
vértice A y la magnitud del parámetro p: 


1) ==2y*—12y +14, 2 а= рр, 
3) к= —у-+-2у—1. 
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599. Averiguar las líneas que determinan las ecuaciones 
siguientes: 


1) y=3-4Vx-1, 2%x=-—4+3Vy+F5, 
3) 2=2-VE=Y, 4y=-5+V=3-A. 
Represontar estas líneas en el plano. 


600. Hallar la ecuación de la parábola, si se dan su 
loco F (T; 2) y la directriz 


т—5 = 0. 
601. Hallar la ecuación de la parábola, si se dan su 
foco F (4: 3) y la directriz 
y+1i=0. 


602. Hallar la ecuación de la parábola, si se dan su 
foco F (2; —1) y la directriz 


т—у—1=0. 
603. Dado el vértice de una parábola А (6; —3) y la 
ecuación de su directriz 
3x—5y+1=0, 


hallar el foco F de esta parábola. 
604. Dado el vértice de una parábola A (—2; —1) y la 
ecuación de su directriz 


s+ 2у – 1 = 0, 


hallar la ecuación de esta parábola. 
605. Hallar los puntos de intersección de la recta 


2+у—3=0 


у la parábola 


606. Hallar los puntos de intersección de la recta 


Зх + 4у — 12 = 0 
y la parábola 
y = — 9л. 


607. Hallar los puntos de intersección de la recta 
3z — 2y + 6 = 0 


8—352 i 


y la parábola 
y = бх. 


608. Determinar, еп los casos siguientes, la posición 
relativa de la recta y la parábola: si la corta, si ез tangente 
о pasa por fuera de ella: 


1) 2=—y+2=0, у=8:; 
2) 8:+3y—15=0, 2%=—3y; 
3) 5e—y—15=0, p= —5r. 
609. ¿Para qué valores del coeficiente angular Ж, la 
recta 


= ha + 2: 


1) corta a la parábola y? = 
2) оз tangente a ella; 

3) pasa por fuera de esta parábola? 

610, Deducir la condición, según la cual, la recta 


; 


у= Кх +b 
es tangente a la parábola 
y? = 2pz. 


611. Demostrar que se puede trazar una, y solamente 
una, tangente a la parábola 


y? = 2р, 
cuyo coeficiente angular sea igual а k 0. 
612. Hallar la ecuación de la tangente a la parábola 
y = 2px 
en su punto M, (шж; yı). 


613. Hallar la ecuación de la recta que es tangente 
a la parábola 
y? = 8: 


y paralela a la recta 
2z + 2у — 3 = 0. 
614. Hallar la ecuación do la recta que es tangente 


a la parábola 
a = 16у 


y perpendicular а la recta 
22 + бу +7 = 0. 
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615. Trazar una tangente a la parábola 
y = 12% 
que sea paralela a la recta 
Зе — 2y + 30 = 0 


y calcular la distancia d enlre esta tangente y la recta 
dada. 
616. Hallar en la parábola 


y = bár 
el punto M, más próximo a la recta 
Ах + 3y—14=0 


y calcular la distancia d del punto M, a esta recta. 
617. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la parábola 


y = 30: 


trazadas desde el punto А (2; 9). 
618. Sc ha trazado una tangente а la parábola 


y" = 2р2. 


Demostrar que el vértice de esta parábola está en medio 
del punto de intersección de la tangente con el cjo Ox 
y de la proyección del punto do contacto sobre el eje Ox. 

619, Desdo el punto А (5; 9) se han trazado tangentes 
a la parábola 


Y = 52. 


Hallar la ecuacion de Ja cuerda que une los puntos de 
contacto. 
620. Desde el punto P (—3; 12) se han trazado tangentes 
a la parábola 
y? = 102. 


Calcular la distancia 4 del punto Р a la cuerda de la 
parábola que une los puntos de contacto. 
621, Determinar los puntos de intersección de la elipse 


y de la parábola 
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622. Determinar los puntos de intersección de la hipér- 
bola 


y do la parábola 
y = Зг. 


623. Determinar los puntos de intersección de las dos 
parábolas: 


у= а — 22 41, 2=y—6y+7. 


624. Demostrar que la recta, que es tangente а la ра- 
rábola en un punto М, forma ángulos iguales con el radio 
focal del punto M y con el rayo que, partiendo del punto M, 
va paralelo al eje de la parábola en la dirección en que 
la parábola se prolonga indefinidamente. 

625. Desde el foco de la parábola 


y = 125 
se ha dirigido un rayo de luz hacia el eje Ох, formando 


con él un ángulo agudo a. So sabe que tg æ = $. Al llegar 


a la parábola se ha reflejado el rayo de ella. Hallar la 
ecuación de la recta en la que está ol rayo reflejado. 

626. Demostrar que dos parábolas que tienen un eje 
común y un foco común, situados entre sus vértices, se 
cortan formando un ángulo recto. 

627. Demostrar que, si dos parábolas con los ejes por- 
pendiculares entre sí se cortan en cuatro puntos, estos 
puntos están situados en una circunferencia. 


$ 21. Ecuación polar de la elipse, de la hipérbola 
y de la parábola 


La ecuación polar común a la clipse, a una rama dola hipórbola 
y a la parábola es 


e 
p= ї—ёсоз@ * © 


әп donde р y O son las coordenadas polares de un punto arbitrario 
de la línea; р es el parámetro focal (la mitad de la cuerda focal que 
es perpendicular al oje); e es la oxcentricidad (para la parábola 
e «= 1). Se supone que el sistema polar de coordenadas se ha elegido 
de manera quo el polo está еп el foco y el eje polar va por el eje de 
la línea en dirección contraria а la directriz más próxima a este foco. 
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628. Dada la ccuación de la elipse 
a уа 

gte” 
hallar su ecuación polar, suponiendo que la dirección del 
eje polar coincido con la dirección positiva del eje de 
abscisas y que el polo está: 

4) en el foco izquierdo do la elipse; 

2) en el foco derecho. 

629, Dada la ecuación de la hipérbola 

a у _ү 


hallar la ecuación polar de зи rama derecha, suponiendo 
que la dirección del eje polar coincide con la dirección 
positiva del өјо de abscisas y que el foco está: 

1) en el foco derecho de la hipérbola; 

2) en el foco izquierdo. 

630. Dada la ecuación do la hipérbola 

z y 
ou” 

hallar la ecuación polar de su rama izquierda, suponiendo 
que la dirección del eje polar coincide con la dirección 
positiva del eje de abscisas y que el polo está: 

1) en el foco izquierdo de la hipérbola; 

2) en el foco derecho. 

631. Dada la ecuación de la parábola 

y? = bz, 

hallar su ecuación polar, suponiendo que la dirección del 
eje polar coincide con la dirección positiva del eje de 
abscisas y que el polo está en el foco de la parábola. 

632. Determinar las líneas que se dan en coordenadas 
polares mediante las ecuaciones siguientes: 


5 6 10 
De=—¿á—» Dei: 3) 0= А 
1—4 cos0 PES 1 3 соз0 

12 4 


5 
doo 5) P= gan 0) 0335097 


633. Verificar que la ecuación 
_ 444 
P= 1350050 
determina una elipse y hallar sus semiejes. 
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634. Verificar que la ecuación 


18 
== coso 
determina la rama derecha de una hipérbola y hallar sus 
semiojes. 
635, Verificar que la ecuación 
21 


к соз 


determina una elipse y hallar las ecuaciones polares de sus 
directrices. 
636. Verificar que la ecuación 


16 
P= 350050 


determina la rama derecha de una hipérbola y hallar las 
ecuaciones polares de las directrices y de las asíntotas de 
esta hipérbola. 

637. Hallar en la elipse 


los puntos cuyos radios polares son iguales a 6. 
638. Hallar on la hipérbola 


15 
P= 340090 


los puntos cuyos radios polares son iguales a 3. 
639, Hallar en la parábola 


=P 
P= 10057 
los puntos: 
1) cuyos radios polares sean mínimos; 
2) cuyos radios polares sean iguales al parámetro de la 
parábola. 
640. Dada la ecuación de la elipse 


A, y 
att 


hallar su ecuación polar, suponiendo que la dirección del 


eje polar coincide con la dirección positiva del eje de 
abscisas y que el polo está en el centro de la elipse. 
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641. Dada la ecuación de la hipérbola 
22 
ZAS 


hallar su ecuación polar, suponiendo que la dirección del 
eje polar coincide con la dirección positiva del eje de abscisas 
y que el polo está en el centro de la hipérbola. 

642. Dada la ecuación de la parábola 


у = 2pz, 


hallar su ecuación polar, suponiendo que la dirección del 
eje polar coincide con la dirección positiva del oje do 
abscisas y que el polo está en el vértice de la parábola. 


$ 22. Diámetros de las líneas de segundo orden 


En las cursos do geometría analítica se demuestra que los puntos 
medios de las cuordas paralelas de las líneas de segundo orden cstán 
situados en una recta, Esta recta se llama diámotro de la línea de 
segundo orden. El diámetro quo divide por lu mitad alguna cuerda 

ог 10 tanto, todas las cuerdas paralelas a ello), se Mama conjugado 
а ésta cuerda (y а todas las cuerdas paralelas a cila). 

"odos los diámetros de la elipse y de la hipérbola pasan por el 
contro, Si la olipse so ha dado por la ecuación 


а 
Itoi (7 


el diámetro conjugado a Jas cuerdas que tienen el coeficiente angular №, 
se determina por la ccuación 


ы 
у= = 

Si la hipérbola se ha dado рог la ecuación 
кй 
жи”! о 


el diámotro conjugado а las cuerdas que tienen el coeficiente angular 
k, so dotermina por la ecuación 


pe 
у=. 
‘Todos los diámetros de la parábola son paralelos а su ejo. Si 
la parábola se ha dado mediante la ecuación 
y2=2pz, 
ol diámetro conjugado а las cuerdas quo tienen el coeficiento angular k, 
so determina por la ecuación 
р 
уе 
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Si uno de los diámetros do la clipse o de la Lipérbola divido por 
la mitad las cuerdas paralelas a otro diámetro, este último divido 


Si k y № son los coeficientes angulares do dos diámetros conjugados 
entre sí de la hipérbola (2), tendremos que 


ъз 
шит.  ] 


Las relaciones (3) y (4) so llaman condiciones de conjugación do los 
diámetros de la olipso y de la hipérbola, respectivamento. 

El diámetro de la línea de segundo orden, perpendiculur a las 
cuerdas conjugadas, se Наша principal. 


643. Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 
э n 
ЧЕ” 


que pasa рог la mitad de la cuerda que intercepta en la 
recta 
22—y-3=0. 


644. Hallar la ecuación de la cuerda de la elipse 


ч pasa рог el punto А (1; —2) y es dividida en 61 por 
itad 


ad. 
645. Hallar las ecuaciones do dos diámetros conjugados 
entre sí de la elipse 


Z +4 =i, 
uno de los cuales forma un ángulo de 45° con el eje Ox. 


646, Hallar las ecuaciones de dos diámetros conjugados 
entre sí de la elipse 


4 + 97 = 1, 
si uno de ellos es paralelo a la recta 
= +20 — 5 = 0. 


647. Hallar las ecuaciones de dos diámetros conjugados 
entre sí de la elipse 


а? + 3y 
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si uno de ellos es perpendicular a la recta 
3z + 20 — 7 = 0. 


648. En el plano está representada una elipse. Construir 
su centro sirviéndoso de una regla y un compás. 

649. Demostrar que los ejes de la elipse forman el único 
par de sus diámetros principales. 

650. Aplicando las propiedades de los diámetros conju- 
gados, demostrar que cada diámetro de la circunferencia 
es principal. 

651. a) En la elipse se ha inscrito un triángulo isósceles 
de manera que uno de sus vértices coincido con uno de los 
vértices de la elipse. Demostrar que la base de este trián- 
gulo es paralela a uno de los ejes de la elipse. 

b) Demostrar que los lados del rectángulo inscrito en 
la elipse son paralelos a los ejes de esta elipse. 

с) En el plano está representada una elipse. Construir 
sus diámetros principales, sirviéndose de una regla y un 
compás. 

652. Demostrar que las cuerdas de la elipse que unen 
un punto arbitrario de ella con los extremos de cualquier 
diámetro de esta elipse, son paralelas al par de sus diámetros 
conjugados. 

653. a) Demostrar quo la suma de los cuadrados de dos 
semidiámetros conjugados de la elipse es una cantidad cons- 
tante (igual a la suma de los cuadrados de sus semiejes). 

b) Demostrar que el área del paralelogramo, construido 
sobre dos semidiámetros conjugados de la elipse, es una 
cantidad constante (igual al área del rectángulo construido 
sobre sus semiejes). 

654, Hallar la ecuación del diámetro de la hipérbola 


que pasa por la mitad de la cuerda que intercepta en la 
recta 


2x-y+3=0. 
655. Dada la hipérbola 

A pP 

HP, 


hallar la ecuación de la cuerda que pasa por el punto 
A (3; —1) y se divide en él por la mitad. 
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656. Hallar las ecuaciones de dos diámetros conjugados 
de la hipórbola 


а? — 43 = 4, 


si uno de ellos pasa рог el punto А (8; 1). 
657. Hallar las ecuaciones de los diámetros conjugados 
de la hipérbola 
а у 
ARES 
«quo forman un ángulo de 45°. 

658. En el plano está representada una hipérbola, Cons- 
truir su centro, sirviéndose de una regla y un compás. 

659. Demostrar que los ejes de la hipérbola forman el 
único par de sus diámetros principales. 

660. En el plano está representada una hipórbola. Cons- 
truir sus diámetros principales, sirviéndose de una regla 
y un compás. 

661. Hallar la ecuación del diámetro de la parábola 


0 = 12r, 
que pasa por la mitad de la cuerda que intercepta en la recta 
3z+y—5=0. 
662. Dada la parábola 
y? = 202, 


hallar la ecuación de la cuerda que pasa por el punto 
A (2; 5) y se divide en él por la mitad. 

663. Demostrar quo el eje de la parábola es el único 
diámetro principal. 

664. En el plano está representada una parábola. Cons- 
truir su diámetro principal empleando una regla y un compás. 


У 
Capítulo 


SIMPLIFICACION DE LA ECUACION GENERAL DE LA 
LINEA DE SEGUNDO ORDEN. ECUACIONES DE ALGUNAS 
CURVAS QUE SE PRESENTAN EN LAS MATEMATICAS 
Y EN SUS APLICACIONES 


$ 23. Centro de la línea de segundo orden 


Se Пата línea do segundo orden, а la línea quo en cierto sistema 
do coordenadas cartesiano se determina medianto una ecuación de 
segundo grado. Se ha convenido en escribir la ecuación general do 
segundo grado (de dos variables) en la forma: 


Art42Bxy +Cy?42D242Ey+F =0. a) 


So llama contro do una línea al punto dol plano con respecto 
al cual los puntos do esta поа estón situados on pares do puntos 
simétricos. Las líneas do segundo orden que tienen un solo centro 
se llaman contrales. 

El punto 5 (zo; yo) es centro de la línca detorminada por la ccua- 
ción (1) cuando, y solamente cuando, sus coordenadas satisfacen a las 
ecuaciones: 


Азу-+- Byo+D=0, e 
Bz0+Cyo+E=0. 


Designemos por 5 el determinante de este sistema: 
AB 
è=] 5 al A 
La cantidad ô ве forma con Los coeficientes de los términos superiores 
de la gonación (1) y se Паша discriminanto de los términos supe- 
riores de esta ecuación. 
Si б э 0, ol sistoma (2) es compatible y determinado, es decir, 


tiene solución, quo, adomás, es única. En este caso so pueden hallar 
las coordenadas del centro mediante las fórmulas: 


o DA 
CE 


E В 
Tarj» #0 гавр" 
BC BC 
La desigualdad б 4 0 caracteriza la línea central de segundo orden. 


z= 
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Si S (гыў ya) es el contro, de la Iinea de segundo orden, después 
de la transformación de coordenadas medianto las fórmulas 


z=3+zo утуо 


(que corresponde al traslado del origen de coordenadas al centro de 
la línea) su ecuación tomará la forma 


А2520 Су m0, 


en Ја que А, В, С son los mismos que en la ecuación dada (1) у F se 
dotermina modianto lu fórmula 


F= Drot Eyt F. 
Si б 52 0, se verifica también lu fórmula siguiente: 


en donde 


El determinante А se Hama discriminante del primer miembro de la 
ecuación general de segundo grado. 

665. Determinar cuáles de las líneas siguientes son cen- 
trales (es decir, tienen un centro único), cuáles no tienen 
centro y cuáles tienen infinidad de centros: 


1) 322 — 42у — 2y? +30 —12y —7=0; 
2) 402 55у 43у? —2 -+ 9y—12=0; 
3) 422 — 45у +y? — 6: + 8y +1 
4) 422 — 42у +y? — 12r + By —11 
5) a? —2ay +4y2452—7y + 12 
6) 22— 2лу +y?—6z + 6y —3=0; 
7) 422 — 20гу + 25y? — 14r + 2y —15 =0; 
8) 422 бду —9y?+32— Ty +12=0. 

666. Verificar quo las líneas dadas a continuación son 


centrales y hallar para cada una de ollas las coordenadas 
del centro: 


1) 3224 52y + y?—82—11y —7=0; 

2) 522 4-4ry +-2y?4- 2074 20у —18=0; 
3) 922 45у — 72—120; 

4) 222 —6ry+5y+ 22r —36y +11 =0. 
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667. Verificar que cada una de las líncas dadas a conti- 
nuación tiene infinidad de centros; hallar para cada una de 
ellas la ecuación del lugar geométrico de los centros: 

4) 2? —Gzy +9? — 12х + 36y +20 =0; 
2) 4194 4xy+y?—8r—4y—2= 
З) 252? —102у + y* 4401 —8y +7 

668. Verificar que cada una de las ecuaciones dadas 
a continuación determina una línea central; transformar 
cada una de ellas mediante un traslado del origen de coor- 
denadas al centro: 

1) 322 — 6у +2y9—42+2y +1=0; 
2) Gat+ 42у + y 442 — 2у +2=0; 
3) 42% -+6xy +y*—107—10=0; 

4) 42% + 22у + бу®-+- бу —10y+9=0. 

669, ¿Para qué valores de m y n la ecuación 

ma + 12ху + 9 + 42 + пу — 13 = 0 
determina: 

a) una línea central; 

b) una línea sin centro; 

e) una línea que tiene infinidad de centros? 

670. Dada la ecuación de la línea 

Май — Азу + y? + 6r 4 = 0, 


determivar рага qué valores del coeficiente angular k la 
recta 


у = Кх 

а) сома a osta línea en un punto; 

b) es tangente a esta línca; 

e) corta a esta línea en dos puntos; 

d) no tiene puntos comunes con esta línea. 

671, Hallar la ecuación de la línea de segundo orden, 
que, teniendo el centro en el origen de coordenadas, pasa 
por el punto M (6; — 2) y es tangente a la recta 

z—2=0 
en el punto N (2; 0). 

672. El punto Р (1; —2) es el centro de una línea de 
segundo ordon que pasa por el punto Q (0; —3) y es tangente 
al eje Ох еп el origen de coordenadas. Hallar la ecuación 
de esta línea. 
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$ 24. Reducción de la ecuación de la línea central de 
segundo orden a la forma más simple 


Supongamos quo se da una ecuación 
Аг%--2Вгу 4 Cy? 4+2D242Ey 4 F=0, 


que determina una línea central де segundo orden (5 АС — B? + 0), 
rasladando el origen de coordenadas al centro 5 (то; ys) do esta linea 
y transformando la ecuación (1) medianto las fórmulas 


2=2+20 y=y+ yo 


obtenemos; 
ATA р + 024 F=0, (2) 
Para calcular F se puede aplicar la fórmula 


F=Dzo+Ego+P 
o la fórmula 


E 
La reducción ulterior de la осма 
transformación de coordenadas 


n (2) se consigue mediante una 
Z=x' cos a—y' sen а, ) 6 
- К 

T=x зеп a-Hy’ соза, 


«que corresponde a una rotación до los ojes en un ángulo æ. 
Si so ha elegido ol ángulo œ de manera que 


Виа (СА) tga—B=0, (4) 
la ecuación de la knea en las coordonadas nuevas toma la forma 
AO y 24 F=0, (5) 
en dondo A” s 0, C' »40. | 
ota. Га ecuación (4) permite hallar tg œ, mientras que en 


N 
Таз fórmulas (3) figuran sena y сов ос. Conociendo tg во puedo hallur 
sen @ y cos a mediante las fórmulas do la trigonometria 


tga 1 
“oa угры" 


Entre los coeficientes de las ecuaciones (1) y (5) existen las impor- 
tantes relaciones 
4'б' = АС—17, 
4'+С'=А-+ЕС, 
que permiten determinar los coeficientes А” у С' sin hacer ninguna 
transformación de coordenadas, 
Una ecuación de segundo orden se llama elíptica, si $ >> 0; 
hiperbólica, si 6 < 0 y parabólica, зі б = 0. La ecuación de una 
línea central solamente puede ser elíptica o hiperbólica. 
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Toda conación elíptica es una ecuación, bien de una elipse ordi- 
naria, bien de una elipse degenerada (es decir, dotermiva un punto 
único), o de una elipse imaginaria (en este casu, la ecuación no deter- 
mina ninguna figura geométrica). 

“roda ecuación hiporbólica determina, bien uma hipérbola ordi- 
naria, bien una hipérbola degenerada (es docir, un par de rectas con- 


currentes). 


673. Determinar el tipo de cada una de las ecuaciones 
siguientes *): reducir cada una de ellas a la forma más simple 
medianto un traslado paralelo de los ejes coordenados; 
averiguar qué figuras geométricas determinan y representar 
en un plano la situación de estas figuras con relación a los 
ejes de coordenadas antiguos y nuevos: 

1) 42° + 9y* — 40 + 36y 4- 100=0; 

2) 922 — 16y? — 54x —64y — 127 = 0; 

3) 92° 4- 4y? + 18% — 8y 4-49 = 0; 

4) 422 — у? +81 —2y 4-3 
5) 22% 4- 3y? 4-82 — Uy +1 0. 

674. Reducir cada una de las ecuaciones siguientes а la 
forma más simple; hallar el tipo de cada una de ellas; 
averiguar las figuras geométricas que determinan y repre- 
sentar en un plano la posición de estas figuras con respecto 
a los ejes coordenados antiguos y nuevos: 

1) 322° + 52xy — 7y? + 180 =0; 

2) 5х*— бху + 5y? — 32 = 0; 

3) 17:2—12y + 8y? 
4) 5a? -+ 24xy — 5y? 
5) 5at—Gry + 5y24-8 

675. Calculando el discriminante de los términos supe- 
riores de las ecuaciones siguientes, detorminar el tipo de 
cada una de ellas: 

1) 222 4 10xy + 120° — 72 + 18у — 1 
2) 32?— 8xy + Ty? 4- 82 — 15y +20 = 
3) 252° — 20xy + 402 — 12r + 20у — 17 = 0; 
4) 5224- 44ху + 11y*+ 127 —7y +19 
5) a2— 4ry + 4y? 4-72 —12=0; 

6) 322 — 22у — By? +12y—15=0. 

*) Es decir, determinar cuáles de ellas son elípticas, cuáles 
hiperbólicas y cuáles parabólicas. 
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676. Reducir cada una de las ecuaciones siguientes a la 
forma canónica; hallar el tipo de cada una de ellas; averi- 
guar qué figuras geométricas determinan; representar en 
cada caso, en un plano, los ejes dol sistema inicial 
de coordenadas, los ejes de los otros sistemas de coorde- 
nadas que se emplean durante la resolución y las figuras 
geométricas que determinan las ecuaciones dadas: 

1). 32% 4- 105 + 3y?—22—14y —13=0; 

2) 25:2 — 14ту 4- 25y? -+ 64x— 64у — 224 =0; 

3) 4xy 4 3y?416x + 12у — 36 =0; 
4) Txt + 6xy —y? + 28r + 12у + 28=0; 
5) 192%-+ Gry + 1142 4- 382 + бу +29 =0; 
6) 5a*— 2ry + 5y?— 42 -+ 20у +20 =0. 


677. Hacer lo mismo que en el problema anterior para 
las ecuaciones: 
1) 14224 24xy + 212 — 4x -\- 18у — 139 
2) 1122 —20:y —4y?— 202 —8y +1=0; 
3) 722 + 60xy -H 32y? — 142 — 60y 4-7 = 0; 
4) 5022 —8xy + 35y* 4- 100: — 8y + 67 =0; 
5) 4122 4- 24zy -- 34y? + 34x — 112y -|- 129 =0; 
6) 292? — 24xy + 36y? + 82r — 9бу — 9 =0; 
7) 422 4- 242у + 11y* + 64x + 42y +51 =0; 
8) 4122 -+ 24ry + 9y? 4- 24х + 18у —36=0. 


678. Sin transformar las coordenadas, verificar que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina una 
elipse y hallar las magnitudes de sus semiejes: 


1) 41224 24ry +9y? + 247 + 18у — 36 = 0; 
2) 822 + 4xy + 5y? +- 16r -+ 4y —28=0; 
3) 132? 4- 18гу + 37y* — 26: — 18y -+-3=0; 
4) 132°. 10у + 13y* + 467 + 62y +13=0. 
679. Sin transformar las coordenadas, verificar que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina un punto 
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único (una elipse degenerada) y hallar sus coordenadas: 
а) 522 Gay 4- 2y” — 2r +20; 
b) 22-4 22у |-2у2 4- Gy 4-9 
с) 5х2 4ry +y?—6x—2y + ; 
d) 22 —6zy 1024-10: — 32y -+ 26 — 0. 

680. Sin transformar las coordenadas, verificar que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina una 
hipérbola y hallar las magnitudes de sus semiojes: 

1) 422-241 + 11y? + 64x + 42y -+ 51 =0; 

2) 122° + 26xy -- 12y* — 52r — 48y + 7: 
3) 3224 57y—127 + 16=0; 

4) *—Gzy — Ty? + 102 —30y +23=0. 

681. Sin transformar las coordenadas, verificar que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina un par 


do rectas concurrentes (una hipérbola degenerada) y hallar 
sus ecuaciones: 


а) 322 42у 4 y*—2r—1=0; 
b) 22— бху +8y*— 4y —4=0; 
с) 2% —4ху + 3y? =0; 
d) 2° +4ry 4-38 —6:— 129—0. 

682. Sin transformar las coordenadas, averiguar qué 
figuras geométricas determinan las ecuaciones siguientes: 

1) 8x?—12ry + 17y?+162— 12y +3 
2) 172*—18ry—7y*+342—18y +7 
3) 22% 4 3xy — 2y* + 5x + 10у =0; 
4) 622 —6xy +9y* —42 4 18у + 14=0; 

5) 5х? —2гу + 5y?—4x +- 20y + 20=0. 

683. Demostrar que, para cualquier ecuación elíptica, 
los coeficientes А y С no pueden convertirse en cero y son 
números de un mismo signo. 

684. Demostrar que una ecuación elíptica de segundo 
grado (6 >0) determina una elipse cuando, y solamente 
cuando, А y А son números de signo contrario. 


685. Demostrar que una ecuación elíptica de segundo 
grado (ô >0) es la ecuación de una elipse imaginaria 
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cuando, y solamente cuando, Á y Á son números de igual 
signo. 

686. Demostrar que una ecuación elíptica de segundo 
grado (6 >0) determina una elipse degenerada (un punto) 
cuando, y solamonte cuando, А = 0, 

687. Demostrar que una ecuación hiperbólica de segundo 
grado (ô < 0) determina una hipérbola cuando, y sola- 
mente cuando, А == 0. 

688. Demostrar que una ecuación hiperbólica de segundo 
grado (8 < 0) determina una hipérbola degenerada (un par 
de rectas concurrentes) cuando, y solamente cuando, А = 0. 


$ 25. Reducción de la ecuación parabólica a la forma 
más simple 
Supongamos que la ccuación 
A2%42Bxy+Cy242D24-2Ey-+F=0 (1) 
es parabólica, ез decir, satisfaco a la condición 
d=AC—B%=0. 


En este сазо, la línea dofinida por la ecuación (1) o no tiene centro 
o tiene infinidad de centros. Resulta conveniente comenzar la sim- 
plificación de la ecuación parabólica mediante una rotación de los 
ejes coordenadas, о sea, Lransformando primero Ја ecuación (1) median- 


te las fórmulas 

ж=х' соза —у' 8 а, 2 

Par ænaty оа. ) e 
El ángulo æ se halla do la ecuación 


Big? a—(C—A) tg a—B=0; 
untonces, la ecuación (1), on coordenadas nuevas, se гейисе а la forma 

Аара 4+ 2E'y' 4+ Р =0, (9 
en donde А” 52 0, о a la forma 

Cy 242D'2'428'y'+F=0, (5) 


en donde Є' + 0. 
La simplificación ulterior de las ecuaciones (4) y (5) se consiguo 
mediante un traslado paralelo de los ejes (girados). 


689. Verificar que cada una de las ecuaciones siguientes 
es parabólica; reducir cada una de ellas a la forma más 
simple; averiguar qué figuras geométricas doterminan; 
representar en cada caso, en un plano, los ejes del sistema 
de coordenadas inicial, los ejes de los otros sistemas de 
coordenadas que aparecen durante la resolución y la 
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figura geomótrica determinada por la ecuación dada: 
1) 922 — 24xy + 16y* — 20 — 110y — 50=0; 
2) 9х#--12жу 4-40 — 245 — 16y -+ 3=0; 
3) 167? — 24zy + 9y* — 160r + 120y + 425=0. 
690. Hacer lo mismo que en el problema anterior para 
las ecuaciones: 
1) 922 -- 24xy +- 16y? — 182 -|- 226y +- 209 =0; 
2) 22— 22у 4-02-12: 12у —14=0; 
3) 422-1 125у -- 9y? — 4r — by +1=0. 
691. Demostrar que, para cualquier ecuación parabólica, 
los coeficientes A у С no pueden ser números de signo 
contrario y no pueden convertirse en cero simultáneamente. 


692. Demostrar que cualquier ecuación parabólica puedo 
escribirse en la forma: 


(ах + Py) + 202 + 2Ey + Р = 0. 
Demostrar también que las ecuaciones elípticas е hiper- 
bólicas no pueden tener esta forma. 

693. Verificar que las ecuaciones siguientes son para- 
bólicas y escribir cada una do ollas en la forma indicada 
en el problema 692: 


1) 44 boy + 4y? + 404 y—15=0; 
2) 9% —6zy + y?—2+2y —14=0; 
3) 2522 —20xy + 44 + 30—y 1-11 
4) 4622 + 16zy + 4y*—52 4 Ty =0; 
5) 9:2 — 422 + 494% + 32—2y — 24 = 0. 

694. Demostrar que, si una ecuación de segundo grado 

es parabólica y está escrita en la forma 

(uz + Py? + 2Dx + 2Ey + F = 0, 


el discriminante del primer miembro de la ecuación se 
determina mediante la fórmula 


А = — (Df — Eu). 
695. Demostrar que la ecuación parabólica 
(uz + By? + 202 + 2Ey + F=0 
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después de la transformación 
z=a'cos Ө— у’ sen Ө, jaf 
у=т'зепб--у' соз, FTTR 


se reduce а la forma 
- Cy? ++ 2D'Y + 2Е'у' + F = 0, 


en donde 
a+, ре Y F’ 


y A es el discriminante del primer miembro de la ecuación 
dada. 

696. Demostrar que la ecuación parabólica determina 
una parábola cuando, y solamente cuando, A + 0. Demos- 
trar que en este caso el parámetro de la parábola se deter- 
mina mediante la fórmula 


P=V aro: 


697. Verificar, sin transformación de coordenadas, que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina una 
parábola y hallar el parámetro de esta parábola: 


1) 922 4- 24ry + 16y? — 1202 + 90у = 0; 

2) 922 —24ry + 16y* — 54r — 178y + 181 = 0; 
3) 22 — 22у + у 4-02 — 14у +29=0; 

4) 922 — бху + y? — 502 4-50у — 275 = 0. 


с" 


698. Demostrar que una ecuación de segundo grado 
es la ecuación de una línea degenerada cuando, y sola- 
mente cuando, А = 0. 

699. Verificar, sin transformación de coordenadas, que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina un par 
de rectas paralelas y hallar sus ecuaciones: 


а) 4124 4ry + y°— 12r — by +5 =0; 
b) 4r?—122y + 942 + 202 —30y— 11 =0; 
е) 251%-—107y + y? +-10z—2y—15=0. 


700. Verificar, sin transformación de coordenadas, que 
cada una de las ecuaciones siguientes determina una recta 
(un par de rectas coincidentes) y hallar la ecuación de 
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esta recta: 
а) 22—Giy4 9440 12y + 4=0; 
b) 92? + 30ry + 25y*+42x + 70у + 49 =0; 
с) 167?—16zy + 4y*—722 + 36y +81 = 0. 


$ 26. Ecuaciones de alguuas curvas que se presentan en 
las matemáticas y en sus aplicaciones 


701. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos que el producto de sus distancias a dos puntos 


Y и 
OS ; 
ы A 


Fig. 23. Fig. 24. 


dados F, (—c; 0) y Ез (с; 0) es una cantidad constante, 
igual а а?. Este lugar geométrico de puntos se llama 
óvalo de Cassini (fig. 23). 

702, Hallar la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos que el producto de sus distancias a dos puntos 
dados F, (—a; 0) y Fs (а; 0) es una cantidad constante, 
igual a aè. Este lugar geométrico de puntos se llama 
lemniscata (fig. 24). (Hallar, primero, la ecuación 
de la lemniscata directamente y, después, considerándola 
como un caso particular del óvalo de Cassini). Hallar 
también la ecuación de la lomniscata en coordenadas pola- 
res, haciendo coincidir el eje polar con el semieje posi- 
tivo Ox y el polo con el origen de coordenadas. 

703. Hallar la ecuación del lugar geométrico de las 
bases de las perpendiculares bajadas desdo el origen de 
coordenadas a las rectas que interceptan en el ángulo 
coordenado triángulos de un area constante, igual а S. 

Observación. Hallar, primero, la ecuación on coordenadas 
polares, haciendo coincidir el polo con el origen de coordenadas y el 
eje polar con el semieje positivo Oz. 
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704. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos 
del problema 703 es una lemniscata (véase el problema 702). 


а К servación. Пасог girar los ejes coordenados un ángulo 
le 45°. 

705. Un rayo a, cuya posición inicial coincidía con el 
eje polar, gira alrededor del polo O con una velocidad angu- 
lar constante о. Hallar, en el sistema polar de coordenadas 
dado, la ecuación de la trayeo- 
toria de un punto M que se 
mueve uniformemonte роғ el 
rayo а con una velocidad р, 
si en su posición inicial coincide 
con el punto О (а espi- 
ral de Arquímedes, 


25). 

706. Se da la recta = == 27 
y una circunferencia de radio r 
que pasa por el origen de coor- 
denadas O y es tangente a la 
recta; desde el punto O se ha 
trazado un rayo quo corta a la 
circunferencia dada en el punto B 


т. y a la recta dada en el punto С; 
se en él se ha marcado un segmento 
Fig. 25. OM = BC (fig. 26). Al girar el 


rayo, varía la longitud del seg- 
mento OM y el punto М describe una curva llamada 
cisoide. Hallar la ecuación de la cisoido. 

707. Se da la recta x = а (а >0) y una circunferencia 
de diámetro a que pasa por el origen de coordenadas O y 
es tangente a la recta dada; desdevel punto O se ha traza- 
do un rayo que corta a la circunferencia en el punto 4 
y a la recta dada en el punto B. Desde los puntos A y B 
se han trazado rectas paralelas a los ejos Oy y Ox, respecti- 
vamente (fig. 27). Al girar el rayo, el punto M de inter- 
socción de estas rectas, describe una línea llamada curva 
de Agnesi. Hallar su ecuación. 

708. Desde el punto А (—a; 0), en donde а >0, se ha 
trazado un rayo AB (fig. 28), en el cual, a ambos lados 
del punto Z, se han trazado unos segmentos BM у BN de 
igual longitud b (b = const.). Al girar el rayo, los puntos 
М y N describen una curva, Hamada concoide, Ha- 
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Паг su ecuación, primero, en coordenadas polares, tomando 
ol punto А por polo y dirigiendo el eje polar en la dirección 


Fig Fig. 27. 


positiva del ejo Ox y, después, pasando al sistema carte- 
siano de coordenadas rectangulares dado. 


F 


‚28. Fig. 29. 


709. Desde el punto A (—a; 0), en donde а >0, se 
ba trazado un rayo 48 (fig. 29), en el cual, a ambos lados 
del punto В se han trazado unos segmentos BM y BN, 
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iguales а OB. Al girar el rayo, los puntos М у N descri- 
ben una curva, llamada estrofoide. Hallar su ecua- 
ción, primero, en coordenadas polares, tomando el punto 
А por polo y dirigiendo el eje polar en la dirección positiva 
del eje Ох y, después, pasando al sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares dado. 

710. Desde el origen de coordenadas se ha trazado un 
rayo que corta a una circunferencia dada 2° + y? = 
= 2az (а >0) en el punto B (fig. 30); en е] rayo, a ambos 


Fig. 30. 


lados del punto В, se han trazado unos segmentos, iguales 
a ВМ y BN de longitud constante b. Al girar el rayo, los 
puntos M y N describen una curva, llamada caracol 
de Pascal (fig. 30). Hallar su ecuación, primero, 
en coordenadas polares, tomando el origen de coordenadas 
por polo y el semieje positivo Oz por eje polar y, después, 
pasando al sistema cartesiano de coordenadas rectangulares. 

711. Un segmento de longitud 2a se mueve de manera 
que sus extremos están situados todo el tiempo en los ejes 
de coordenadas. Hallar la ecuación de la trayectoria de 
la base M de la perpendicular bajada del origen de coor- 
denadas al segmento (fig. 31), primero, en coordenadas 
polares, tomando el origen de coordenadas por polo y el 
semieje positivo Ox por ejo polar y, después, pasando al 
sistema cartesiano de coordenadas rectangulares. El punto M 
describe una curva llamada rosa de cuatro hojas. 


136 


712. Un segmento de longitud а se mueve de manera 
que sus extremos están situados todo el tiempo en los ejes 
de coordenadas (fig. 32). Por los extremos del segmento 
se han trazado rectas paralelas a los ejes coordenados hasta 
su intersección en el punto P. Hallar la ecuación de la 


Y 


Fig. 32. 


trayectoria do la base M de la porpendicular bajada dol 
punto Р al segmento. Esta trayectoria se llama astr oid е. 


Nota, Hallar, primoro, las ecuaciones paramótricas de la 
astroido, eligiendo el parámetro £ como so indica en la fig. 32 (oli- 
minar, después, el parámotro 2), 


743. Desde el punto В de intersección del rayo ОВ 
соп la circunferencia 23 + y? = ax se ha bajado una per- 
pendicular BC al eje Ох. Desde el punto С se ha bajado 
una perpendicular CM al rayo OB. Deducir la ecuación 
de la trayectoria del punto M, primero, en coordenadas 
polares, tomando el origen de coordenadas por polo y el 
semieje positivo Ox por eje polar y, después, pasando al 
sistema cartesiano de coordenadas rectangulares. 

714. Un hilo, enrollado еп la circunferencia 22 + y? = 
= а?, se desenrolla de manera que se mantiene tangente 
a la circunferencia en el punto B, donde el hilo se separa 
de ella (fig. 33). Hallar las ecuaciones paramétricas de la 
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línea que describe el extremo del hilo, si éste, en su posi- 
ción inicial, está on el punto A (a; 0), donde a >0. La 
línoa considerada se llama cvolvento de la 
circunferencia. 


Fig. 34. 


715. Un círculo de radio a rueda sobre el eje Ox sin 
resbalar. La trayectoria de un punto M de la circunferencia 
de esto círculo so llama cicloide (fig. 34). Deducir 
las ecuaciones paramétricas de la cicloide, tomando por 
parámetro £ el ángulo en que gira la circunferencia rodante 


Fig. 85. 


alrededor de su contro; se supone que en el momento ini- 
cial (£ = 0) el punto M está en el origen de coordenadas. 
Eliminar el parámetro £ de las ecuaciones obtonidas. 

716, Un círculo de radio а rueda oxteriormento, sin 
resbalar, sobre la circunferencia 22 + y? = a?. La trayectoria 
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de un punto M de la circunferencia del círculo rodante 
so Пата cardioido (fig. 35). Deducir las cenaciones 
paramétricas de la cardioide, tomando por parámetro ё el 
ángulo que forma con el eje Ох el radio de la circunferencia 
fija, trazado al punto de contacto con la circunferencia 
rodante. Se supone que еп el momento inicial (t = 0) el 
punto M estaba a la derecha, en el eje Ол. Pasar a coor- 
denadas polares, suponiendo que la dirección del eje polar 
coincide con la dirección positiva del eje de abscisas y que 
el polo está en el punto А. 

Demostrar que la cardioide es un caso particular del 
caracol de Pascal (véase el problema 710). 


Fig. 37. 


717. Un círculo de radio a rueda exteriormente, sin 
rosbalar, sobre la circunferencia 2° + y? == b°. La trayectoria 
de un punto M de la cireunferoncia del círculo rodante 
se llama epicicloide (fig. 36). Deducir las ocuaciones 
paramétricas de la epicicloide, tomando por parámetro t 
el ángulo que forma con el ejo Oz el radio de la cireun- 
ferencia fija, trazado por el punto de su contacto соп la 
circunferencia rodante; se supone que en сі momento i 
cial (2 = 0) el punto М ostaba а la derecha, en el eje Oz. 
Demostrar que la cardioide (véase ol problema 718) es una 
forma particular de la opicicloido. 

718. Un círculo de radio а rueda interiormente 
resbalar, sobre la circunferencia z? 4- b? La 1гауе‹ 
de un punto M de la circunferencia del círculo rodante 
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so llama hipocicloide (fig. 37). Deducir las ecuacio- 
nes paramétricas de la hipocicloide, tomando por paráme- 
tro Ё el ángulo que forma con el eje Ox el radio de la circun- 
ferencia fija, trazado por el punto de su contacto con la 
circunferencia rodante; se supone que en el momento inicial 
(t = 0) el punto M estaba a la derecha, on el eje Ox. 
Demostrar que la astroide (véase el problema 712) es una 
forma particular de la hipocicloide. 


Segunda parte 
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PROBLEMAS ELEMENTALES DE LA GEOMETRIA 
ANALITICA DEL ESPACIO 


$ 27. Coordenadas cartesianas rectangulares en el 
espacio 


М sistema cartesiano ilo coordenadas rectangulares en el espacio 
so determina por una unidad lineal раға las medidas de longitud 
У por tros ejes, perpendiculares entro sí, concurrentes en un punto 
y numerados en un orden determinado. 


Fig. 38. Fig. 39. 


El punto de intersección de los ejes se Пата origen de coordenadas 
рез propios, ejes, ejes coordenados. El primer cje coordenado se 
llama ejo do abscisas; el segundo, eje de ordenadas y el tercero, ejo 

јо cotas. 

El origen de coordonadas se indica con la letra O, los ojos de 
coordenadas so indican respectivamente con los símbolos Oz, Oy, 02. 

Sea M un punto arbitrario del espacio y Му, My у M, зиз proyec- 
ciones sobro Jos ejes coordenados (fig. 38). 

So liunan coordenadas del punto М, con respocto al sistema con- 
siderado, a los números: 


2=0М,, y=0My, 2 


м, 
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(fig. 38), en donde ОМ, es la magnitud del segmento ОМ, dol eje 
do abscisas; ОМ, la magnitud del segmento OM del eje de ordenadas 
y OM, la magnitud del segmento ОЖ, dol ojo do cotas. 

El número z so llama abscisa, y, ordenada y z, cota del punto M. 
El símbolo M (т, у; z) denota que el punto M tiene lus coordenadas 


Y 

El plano Oyz divide todo el espacio en dos semiespacios: el situado 
en la dirección positiva del ejo Oz se llama anterior y, el otro, ровіе- 
rior. El plano Ozz divide también ol espacio en dos semiespacios: 
el situado en la dirección positiva dol ejo a se llama derecho y el 
otro, izquierdo. Por último, el plano Ozy divide cl espacio en dos 
semiespacios: el situado on la dirección positiva del cjo Oz so Паша 
suporior y el otro, inferior. 

Los tres planos озү, Ozz y Оуз dividon conjuntamente ol espacio 
en ocho partes, Mamadas octantes coordenados y se numoran como 
se indica en Ја fig. 39. 


719, Trazar (en proyecciones axonométricas) los puntos 
siguientes, si sus coordenadas cartesianas son: A (3; 4; 6), 
B E 3; 1), C a —3; —5), D (0; —3; 5), E (—3; —5; 0) 

4; —5; E 


(1 —5; — 
720. Se dan los puntos: A $ 3; 5), В (—3; 2; 1), 
С (2; —3; 0) y D (0; 0; —3). Hallar las coordenadas de 
sus proyecciones: 1) sobre el plano Оху; 2) sobre el plano 
Ога; 3) sobre el plano Oyz; 4) sobre el eje de abscisas; 5) so- 
bre el eje de ordenadas; 6) sobre el eje de cotas. 

721. Hallar las coordenadas de los puntos simétricos 
а los puntos А (2; 3; 1), В (5; —3; 2), C(—3; 2; —1) 
у D (а; b; с) con respecto: 1) al plano Оху; 2) al plano Ozz; 
3) al plano Oyz; 4) al eje de abscisas; 5) al eje de ordenadas; 
6) al eje de cotas; 7) al origen de coordenadas. 

722, Se dan cuatro vértices de un cubo: А (—a; —a; —a) 
В (a; —a; —a), C (—a; а; —a) y D (a; а; a). Hallar los 
demás vértices. 

723. Determinar en qué octantes pueden estar situados 
los puntos cuyas coordenadas satisfacen una de las condi- 
ciones siguientes: 


1) 2—у= 0; 2) z+y=0; 3)z—z ; 
пы co 6) у+2= 0. 


724. Determinar en qué octantes pueden estar situados los 
puntos si: 
1) ху >0; 2) 22<0; 3) yz >0, 4) zyz > 0; 
5) zyz < 0. Б 
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725. Hallar el centro de una esfera de radio Л = 3, 
que cs Langente a los tres planos coordenados y está situada: 
1) en el segundo octante; 2) en el quinto octante; 3) en el sex- 
to octante; 4) en el séptimo octante; 5) en el octavo octante. 


$ 28. Distancia entre dos puntos. División de un 
segmento en una razón dada 


La distancia d entro dos puntos М, (д; Ya; z) у Ma (22; у 22) 
ол ol espacio se ber- por la fórmula 
= Vaa n (82—14). 
Las К ус. z, y, z del punto M que divide оп la razón A 
el segmento M,Ma, limitado por los puntos М, (лу; ys; 2) у Ma (2% 
уз} 2a), so hallan mediante las fórmulas 


PE A TE ga 
TFA ' ТРА ' = 


н +з 
ТРА" 


En particular, рага À = 1, tenemos las coordenadas del punto medio 
del sogmento dado; 


= atr O ини 41% 
ш 2 , у= 2 As . 


726. Se dan los puntos: A (1; —2; —3), B (2; —3; 0), 
С (3; 1; —9), D (A; 1; —12). Calcular la distancia entro: 
1) A y C; 2) B y D; 3) C y D. 

727. Calcular la distancia del origen de coordenadas O 
a los puntos: А (4; —2; —4); В (—4; 12; 6), С (12; —4; 3), 
D (12; 16; —15). 

728. Demostrar que es isósceles el triángulo age vérti- 
ces son А (3; —1; 2), B (0; —4; 2) y С (—3; 2; 

729. Demostrar que cs rectángulo el triángulo cuyos 
vértices son Ay (3; —1; 6), А (—1; 7; —2) y 4, (1; —3; 2). 

730. Determinar si һау un ángulo. obtuso entre Jos Angus 
los internos del triángulo М, (4; —1; 4), Ma (0; 7; —4), 

з (3; 1; —2 

2781. Брав que son agudos los ángulos internos del 
triángulo M (3; —2; 5), N (—2; 1; —3), Р (5; 1; —1). 

732. Hallar en el eje de abscisas un punto cuya distan- 
cia al punto A (—3; 4; 8) sea igual a 12. 

733. Hallar en el eje de ordonadas un punto equidistante 
de Jos puntos А (1; —3; 7) y В (5; 7; —5). 

Hallar el centro С y el radi Rd de la superficie 
Рег que pasa рог el punto Р (4; —1; —1) y es tangente 
a los tres planos coordenados. 

735. : ados los vértices de un triángulo: M, (3; 2; —5), 
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М» @; —4; 3) y My 3; 0; 1), hallar los puntos medios 
de sus lados. 

736. Dados los vértices de un triángulo А (2; —1; 4), 
B (3; 2; —6), C (—5; 0; 2), calcular la longitud do la me- 
diana trazada desde el vértice A. 

737. El centro de gravedad de una varilla homogénea 
está en el punto C (1; —1; 5), uno de sus extremos está en 
el punto 4 (—2; —1; 7). Averiguar las coordenadas del otro 
extremo de la varilla. 

738. Dados dos vértices A (2; —3; —5), В (4; 3; 2) 
del paralelogramo ABCD y el punto de intersección de sus 
diagonales Ё (4; —1; 7), determinar los otros dos vértices 
de este paralelogramo. 

739. Dados tres vértices A (3; —4; 7), В (—5; 3; —2) 
y C (1; 2; —3) del paralelogramo ABCD, hallar el cuarto 
vértice D, opuesto а В. 

740. Dados tres vértices А (3; —1; 2), В (1; 2; —4) 
y С (—1; 1; 2) del paralelogramo ABCD, hallar el cuarto 
vórtice D. 

741. El segmento de una recta, limitado por los puntos 
A (-4; 8; Зуу В (9; —7; —2), está dividido en cinco par- 
tes iguales por los puntos С, D, Ё y F. Hallar las coordena- 
das de estos puntos. 

742. Determinar las coordenadas de los extremos del 
segmento que es dividido en tres partes iguales por los puntos 
С (2; 0; 2) у D (5; —2; 0). 

743. Dados los vérticos de un triángulo А (1; 2; —1), 
В (2; —1; 3) y C (—4; 7; 5), calcular la longitud de la bi- 
sectriz del ángulo interno del vértice B. 

744. Dados los vértices de un triángulo A (1; —1; —3), 
B (2; 1; —2) y C (—5; 2; —6), calcular la longitud do la 
bisectriz del ángulo externo del vértice A. 

745. En los vértices de un tetraedro А (21; з; 21), 
В (х2; уз 2), С (хз; уз 23), D (ж; Ysi 24) están concentra- 
das masas iguales. Hallar las coordenadas del centro de gra- 
vedad de este sistema de masas. 

746. En los vértices del telraedro А, (21; у; 21), 
An (ue; Ya; 22), Аз (La; Ysi Za), Aa (Ta; Ya 24) están concen- 
tradas las masas my, Me, My, у т. Hallar las coordenadas 
del centro de gravedad de este sistema de masas. 

747. Una recta pasa por dos puntos М, (—1; 6; 6) 
y M, (8; —6; —2). Hallar los puntos de su intersección con 
los planos coordenados. 
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ҮП 
Capítulo 


ALGEBRA VECTORIAL 


$ 29. Noción de vector. Proyección de un vector 


Los segmentos dirigidos so llaman también vectores geométricos 
o simplomento vectores. Siendo ol vector un segmento dirigido, lo 
designaremos en el texto como se hizo antoriormente, con dos letras 
mayúsculas latinas y una rayita común encima de ellas; la primora 
letra indicará el origen y la segunda ol extremo del vector. Al mismo 
tiempo designaremos cl vector con una letra minúscula latina en 
negritas, que en los diagramas se coloca оп el extremo de la flecha quo 


2-3 


Fig. 40. 


representa el voctor (véase la fig. 40, on la que está roprosentado el 
vector a con el origen A у el oxtremo Æ). A menudo, el origon dol vector 
se Паша también su punto de aplicación. 

Los vectores se dicen iguales (equipolentos), si tienen la misma 
longitud, están situados en rectas paralelas o en una misma recta 
y tienen la misma dirección. 

El número, igual a la longitud del voctor (con respocto a la unidad 
lineal), se llama módulo. El módulo del vector æ se representa por la 
notación |а] о а. Si ja] =1, el vector а se Папа vector unitario. 

1 vector unitario quo tiene la misma dirección quo el vector 
dado а, se Паша versor del vector æ y se indica ordinariamento con 
el símbolo a°. E 

Бө llama proyección del voctor AB sobre ol eje u al número igual 
a la magnitud del segmento A,B, del ejo и, en donde А, es la proyec- 
ción del punto A sobre el ejo y В, la proyección del punto B sobro 
el mismo ejo. 
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La proyección del vector AB sobre el eje и so representa con la 
notación рг, AB. Si el vector está designado por el símbolo а, su 
proyección sobre el ejo и se representa ordinariamente con la notación 
Pra а. 

La proyección dol vector а sobre el ojo и se expresa mediante su 
módulo y el ángulo p que forma con el eje ы, por la fórmula 

рта = | а |-соз Ф. [1 

En lo sucesivo, las proyecciones de un vector arbitrario а sobre los 


ejes de un sistema de coordenadas dado se designarán con las lotras 
X, Y, Z. La igualdad 


а=4Х; Y; 2) 
indica que los números X, У, Z son las ргоусссіопов del vector sobre 
los ejes coordenados, 

Las proyecciones dol vector sobre los ejes coordonados so llaman 
tambión coordenadas (cartesianas) do él. Si se dan dos puntos M; (z, 


Fig. 41. 
Ys, 9, y Ma (zai vai sa), quo son respectivamente el origen y ol extremo 
Й 


del vector æ, Sus coordenadas X, Y, Z están dadas por 
Хауа. Уи, =ni. 


Га= УХУ (2) 

permite hallar el módulo del vector, conociendo sus coordenadas. 

Sia, b, y son los ángulos que forma el vector a con los ejes coor- 
donados (fig. 41), entonces, cosa, cos В, cos y se llaman cosenos direc- 
tores del vector @. 

De la fórmula (4), se deduco que: 

X=|ja|cosa, Y=|a|cosB, Z=|a|cos y. 
De aquí y do la fórmula (2), tenemos que: 
cost 24-0052 B+costy=4. 


Esta última igualdad permite hallar uno de los ángulos a, В, y, si 
se conocen los otros dos. 


в fórmulas 


La fórmula 
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748. Calcular el módulo de vector 
= (6; 3; —2). 

749. Dadas dos coordenadas de un vector X = 4, YE 
= — 12, hallar la tercera coordenada Z, siendo [а | 

750. Dados los puntos А (3; —1; 2) у В (1; 2; D 
hallar las coordonadas de los vectores AB y BA. 

751. Hallar el punto NY, con el que coincide el extremo 
del vector a = (3; —1; 4), si su origen coincide con el 
punto M (1; ). 

752. Hallar el origen del vector а = {2; —3; —1), 
si su extremo coincide con el punto (1; —1; 2). 

753. Dado el módulo de un vector | « | == 2 y los ángulos 
а == 45, В = 60°, y == 120°, calcular la proyección del 
vector æ sobre los ejes coordenados. 

754. Calcular los cosenos directores del vector 


а = (12; —15; —16). 
755. Calcular los cosenos тена del vector 


4 
а= (8:158 

756, ¿Puede formar un vector con los ejes coordenados 
los ángulos siguientes: 1) a = 45°, 0°, y = 120% 
2) а = 45°, В == 135%, y = 60°; 3) а = 90°, р = 150°, 
ү = 60% 

757. ¿Puedo formar un vector, con dos ojos coordenadas, 
los ángulos siguientes: 1) а ,B=45, 2) В = 

= ; 3) а = 150°, rhin 

та Ua vector forma con los ejes Oz y Oz los ángulos 
а = 120” y y = 45°. ¿Qué ángulo forma соп el oje Oy? 

759. Un Уаш а Torma con los ejes coordenados Oz y Oy 
los ángulos æ = 60°, р = 120°. Calcular sus coordenadas, 
sabiendo que [а | = 2. 

760, Hallar las coordenadas del punto М, si su radio 
vector forma con los ejes coordenados ángulos iguales y su 
módulo es igual a 3. 


$ 30. Operaciones lineales con vectores 


Se llama suma а + ® de dos vectores а y b al vector que va desde 
ol origen del vector æ al extremo del vector b; so supone que el extremo 
del vector а es el punto de aplicación del vector b (regla del triángulo). 
En la fig. 42 estú representada la construcción de la suma а +0. 
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Además do la regla del triángulo, a menudo зо emplea la regla 
del paralelogramo (que ез equivalonte): si los vectores @ 
y ф tionen un origen común y sobre ellos se ha construido un paralelogra- 
mo, la suma a + ð será ol vector que coincide con la dingonal de 
esto paralelogramo y que parte del origen común do los vectores a y b 
(tig. 48). Do aquí so deduce inmediatamento quo æ + b= b -+ a. 


(2 
0, v, 
| 


Fig. 42, Fig. 43, 


La suma do muchos vectores зо ofectúa mediante la aplicación 
sucesiva do la regla del ago (véase la fig. 44, en donde está 
represontada la construcción do la suma de cuatro vectores æ, b, €, d). 

So llama diferencia a — ù de los vectores a y b al vector quo, al 
ser sumado con el vector d, da el vector а. Si dos Vectores a y б tienen 
un origen común, su diferoncia а — 0 esun vector que va del extremo 


Fig. 44. 


do b (isustraondo») al extremo de a (sminuendo»). Dos vectores de 
igual longitud, situados on una rocta y orientados on sentido contrario, 
se llaman opuestos entro sí: зі uno de ellos so indica con la notación a, 
el otro во indicará con la notación — а. Es evidente, que a — 0 == 
= а + (6). Do esto modo, la construcción de la diferencia es 
equivalento а sumar al vector minuendo» ol vector opuesto al esus- 
traondo». 

El producto «a (o también aa) del vector а por el número æ es un 
vector cuyo módulo es igual al producto del módulo del vector æ 
por el módulo del número а, es paralelo al vector « o está con 6] еп 
una misma recta y tiene la а dirección que el vector а, si а ез 
un número positivo, y la dirección opuesta, si æ es un número negativo. 

La suma do vectoros y el producto de un vector por un número se 
llaman operaciones lineales eun vectores. 

jubsisten los dos teoremas fundamentales siguientes sobre las 
proyecciones de los vectores: 
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1. La proyección de la suma de vectores sobro un eje es igual 
a la suma do sus proyecciones sobre el mismo eje: 


рги (914-924. .- + ал) = Pruti + Tuta + - > + Pruan 


2. Al multiplicar un vector por un númoro, su proyección queda 
multiplicada por el mismo número: 


Pru (аа) = аргла. 
En particular, si 

a={Xs Yi; Zi} 0=1X3 Уш Za}, 
so tiene: 

a+b={X1+Xz; Yi Ya Zi Za) 
y a—0=(X —Xg Yi—Yg 2—2}. 
Si a = (X; Y; Z}, para cualquier número a, 

аа = {aX; aY; az). 


Los vectores situados on una recta o en sectas paralelas, se Патап 
colineales. La condición de colinealidad de dos vectores 


а=4Х Yu Zh b={Xa; Уш Za} 
consiste en la proporcionalidad de sus coordonadas: 


IAE 
" хү 


Una torna do vectores £, J, le se llama baso coordenada, si estos vectores 
satisfacon a las condiciones siguientes: 

1) el vector # está situado en el cjo Oz, el voctor J, en ol ejo Oy 
y el vector Je, en el ejo Os; 


2) la dirócción de cada uno do los vectoros 4, 4, № coincido con 
la dirección positiva do su eje; 
el ) 4, J, le son vectores unitarios, es decir, [4] = 1, |J | = 1, 
16 | == i. 


Cualquiera que sea el vector a, siempre se Je puedo descomponer 
modianto los vectores básicos #, J, le, es decir, siempre se puede expro= 
ваг en la forma: 


а= Хі+Үј +2; 


los coeficientes do esta descompusición son las coordenadas del vec- 
tor а (ов decir, X, Y, Z son las proyecciones del vector @ sobre los 
ejes coordenados). 


761. Dados los vectores « y b, construir los vectores 
siguientes: 1) a 4-0; 2) а—0; 3) b—a; 4) —a—b, 

762. Dados: |a|=13, |0|=19 y ja+D|=24, calcular 
|в— |. 

763. Dados: Ja|=11, |b]=23 y [0—01 30, deter- 
minar [а +01. 


764. Los vectores а y b son perpendiculares entre sí 
y la[=5, |b|=12. Determinar [a+0] y 14—61. 
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765. Los vectores @ y b forman un ángulo ф=60°; 
sabiendo que [a|=5 y ||] =8, determinar |а +0] y Ja— 5]. 

766. Los vectores а у b forman un ángulo ф= 120°, 
sabiendo que |a|=3 y [6|=5, determinar |a+b| y 
a—Db|. 

767. ¿Qué condiciones deben satisfacer los vectores a 
y b para que subsistan las siguientes relaciones? 

1) la+b|=|a—b| 2) la+b|>|a—0); 
3) la+0/<la—b]. 

768. ¿Qué condiciones deben satisfacer los vectores « 
y b para que el vector a+b bisecte el ángulo formado 
por los vectores а y b? 

769. Conociendo los vectores a y Б, construir los vec- 
Lores siguientes: 1) За; 2) —F 0; 3) 2a +0; 4) Fa—30. 

770. En el triángulo ABC el vector AB=m y el vec- 
tor ДС = т. Construir los vectores siguientes: 1) 4”; 
2 275; 3 25m; 4 A Tomando por unflad de 
medida |n], construir también los vectores: 5) |7 |m -+ 
+» |; 6) [njm—|m|». 

71. El punto O es el centro de gravedad del triángulo 
ABC. Demostrar que ОА +0B4+0C =0 

772. En un pentágono regular ABC. 
vectores que сой 


E se han dado los 
cidon сол sus lados: АВ = т, ВС =, 
r. Construir los vectores: 
—а+; 2) m+2p +21 3) min 
—3p—q +21. 

773. En ol paralelepípedo ABCDA'B'C'D' (fi 
han dado los vectores que coinciden con sus aristas: 
АВ = т, АР = пу ДА’ =p. Construir los vectores siguion- 
tos: 1) mind; 2) min зур; З) mL ps 
4) min—p; 5) —m—a Hp. 

774. Tres fuerzas M, N y P están aplicadas а un 
punto y tienen direcciones perpendiculares entre sí. Hallar 


la magnitud de su resultante Je, sabiendo que | M|=2 kgf, 
127 |=10 kgf y | P|=11 їшї. 
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775. Se dan dos vectores а= (3; —2; 6) y б={—2; 
4; 0). Determinar las proyecciones sobre los ejes coorde- 
nados de los vectores siguientes: 1) a+ọ; 2) a—b; 3) 2a; 
4) —4 b; 5) 20 +30; 6) фа. 

776. Verificar que los vectores a=(2; — 1; 3} y b= 
=(—6; 3; —9) son colineales. Determinar cuál es ol más 
largo y en cuántas veces; cómo están dirigidos, en una 
misma dirección o en direcciones opuestas. 


ГА Cc 


Fig. 45. 


777. Doterminar para qué valores де с y p los vectores 
а= — 244-33 J-B y b=ai—6j+ 2% son colinealos. 

778. Verificar que los cuatro puntos А (3; — 1; 2), 
B(1;2; — 1), C(—1; 1; —3), D(3; —5; 3) son vértices de 
un trapecio. 

779. Dados los puntos A(—1;5; —10), В (5; — 7; 8), 
C (22 —7) y D(5; —4; 2), probar que los vectores AB 
y CD son colineales; determinar cuál es el más largo y 
en cuántas veces; ¿cómo están dirigidos, en una misma 
dirección o en direcciones opuestas? 

780. Hallar el versor de igual dirección que el vector 
a=(6; —2; —3).* 

781. Hallar el versor de igual dirección que el vector 


; —12). 
. Hallar el módulo de la suma y de la diferencia 
de los vectores «=(3; —5; 8) y ф={—1;1; —4). 

783. Dada la descomposición del vector є en la base 4, 
=16¿—15j+12%, determinar la descomposición en 
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la misma base del vector d, que es paralelo al vector e 
y tiene la dirección opuesta а él, si |4|= 75. 

784. Dos vectores a={2; —3; 6) y ф={—1;2; —2} 
están aplicados a un mismo punto. Hallar las coordenadas 
dol vector e que tieno la dirección de la bisectriz del ángulo 
formado por los vectores @ y b, si |с1=3]/12, 


785. Los vectores AB=(2 6; —4) y AC= {4; 2; —2} 
coinciden con los lados del triángulo ABC. Hallar las 
р, 

д, A 
0 А 4 
Fig. 46. 


coordenadas до los vectores aplicados a los vértices del 
triángulo que coinciden con sus medianas AM, BN, CP. 

786*). Demostrar que, si p y q son unos vectores cua- 
lesquiera no colineales, cada vector situado cn su plano 
puede ser representado en la forma: 


а=ар +В. 
Demostrar que los números © у В se determinan unívo- 
camente рог los vectores а, p y g. (La representación del 
voctor « en la forma a =ap +ßq se llama descomposición 


del vector en la base р, q; los números œ y В se llaman 
coeficientes de esta descomposición.) 


Domostración. Trasladomos los vectores a, p y g a un 
origon común, quo lo designaremos por la letra O (fig. 48). El extremo 
del vector æ lo designarcmos por la letra A. 'Tracemos por el punto A 
una recta paralela al vector g. El punto do intersección de esta recta 
con la línea do acción del vector p lo indicaremos por А p. Análogamente, 
trazando por el punto A una recta paralela al vector p, obtendremos 
en la intersección con la línea do acción del vector q el punto Ag. 
Según la rogla del paralelogramo, se tiene; 


а=бА=0А„+0А„. @) 
Los problemas 786 y 792 son fundamontales para la compren- 


sión correcta de los demás problemas. Aquí so expone la resolución 
complota del primero de ellos, 
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Como los vectores JA y p están en una recta, sl vector OA se puedo 
obtener multiplicando el vector р por cierto número @: 


DAp=ap. 10) 

Por analogía, 
DA¿=Pg. (3) 
Do las igualdades (1), (2) y (3) obtenemos; а = ар + Ве. Do 
esta manera, queda demostrada la posibilidad de la descomposición 
buscada. Queda por demostrar quo los coeficientes a y В do esta des- 


composición во determinan univocamento. 
Supongamos que el vector æ tiono dos doscomposiciones: 


a=ap+Pq, а=о'р+В'а, 
y que, por ejemplo, al з œ. Restando miembro a miembro, ве tiene: 
(@'—о)р+@—Б)1=0 
pe 


aa 


Poro esta igualdad muestra que los vectores р y g sun colincalos; 
sin embargo, según la hipótesis, no lo son. Por 10 tanto, la desigualdad 
а? ја ез imposible. De un modo análogo se demuestra quo la desi- 
gualdad f y B es imposible. Así pues, @' = а, В' = В, es docir, un 
vector no puede tenor dos descomposiciones diferentes. 


787. Dados dos vectores en el plano p= TN 
9= (1; 2}, hallar la descomposición del vector «= (9; 4) 
en la base p, g. 

788, Dados tres vectores en el plano &={3; —2), 
0=(—2,1) y e=(7; —4), determinar la descomposición 
de cada uno de estos tres vectores, tomando por base los 
otros dos. 

789. Se dan tres vectores a=(3; —1), db=(1; —2); 
с 1; 7). Doterminar la descomposición del vector p = 
=a ъъ en la base а, b. _ Е 

790. Tomando рог base los vectores AB=b у АС =e, 
gue coinciden con los lados del triángulo ABC, determinar 
la descomposición de los vectores que coinciden con sus 
medianas, si éstos están aplicados a los vértices del triángulo. 

791. En el plano se dan cuatro puntos 4(1; —2), 
B(2;1), C(3;2) у D(—2;3). Hallar la descomposición 
de los vectores AD, BD, CD_y AD-+BD+-CD, tomando 
por base los vectores AB у АС. 

792, Demostrar que si р, q y + son unos vectores 
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cualesquiera no coplanares”), cualquier veclor a en el 
espacio so puede expresar en la forma: 


a=ap+Bq+ y". 


Demostrar que los números о, В, y se determinan por los 
vectores «, р, g y r unívocamente. (La expresión del 
vector @ еп la forma а = ор -В9 -- ү” se Пата descom- 
posición del mismo en la base p, q, +. Los números œ, 

y y se llaman coeficientes de esta descomposición.) 

793. Se dan tres vectores р = {3; —2;1), q=(—1; 1; 
—2), r › 1; —3). Hallar la descomposición del vector 
e= {14; —6;5) en la base р, q, Y. 

794. Se dan cuatro vectores a = {2; 1; 0), b= {1; —1; 2), 
e=(2 2% —1) y d=(3; 7; —7). Hallar la descomposición 
do cada uno de estos vectores tomando por baso los otros tres. 


$ 31. Producto escalar de vectores 


Se Пата producto escalar de dos vectores al número igual al 
producto de las módulos de estos vectores por el coseno del ángulo 
formado por ellos. 

El producto escalar de los vectores а, b se representa con la nota- 
clón а (es indiferento ol ordon en quo se escriben los factores, ов бові, 
ab = ba). 

Si el ángulo formado por los vectores а, b se indica por p, su pro- 
ducto escalar se puedo expresar medianto la fórmula 

ab=|a|-|06|-00s g. a) 

El producto escalar de los vectores а, b se puede expresar tam- 

bića por la fórmula 
ab=|a) Prab, о ab=|0|-pr,a. 


Do la fórmula (4) se deduce que ab > 0, si їр es un ángulo agudo 
y ab < 0, si р es un ángulo obtuso; аб = 0, si, y solamonto si, los 
Voctopos a y 0 son perpendiculares (on particular, ab = 0, si a = 0 
o si 4 

Bl producto escalar aa so llama cuadrado escalar 101 vector y s 
designa por la notación а?. Según la fórmula (1), resulta que ol cua- 
drado escalar de un vector es igual al cundrado de su módulo; 


ai=] ар. 
Si los vectores æ у 6 so dan mediante sus coordenadas: 
a={X; Y; 2), 0=4X2 Үш 75}, 
su producto escatar se puede calcular por la fórmula 
ab=XX2+Y¡Ya+2iZo> 
») So dico que tros vectores по son coplanaros, si después de ser 
trasladados a un origen común no quedan situados en un plano. 
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De aquí se deduce la condición necesaria y suficiente para la porpon- 
dicularidad de los vectores: 


Ху + Y ¡Yo +ZiZo=0. 
El ángulo q formado por Jos vectoros 

aX Yu 2) y 0=(X5 Ya Za) 
se da por la fórmula 


ab 
08 Тагт" 
о en coordenadas, 
cos q КАУ +Z: х 
УУРА V XHY Z 


Lu proyceción de un vector arbitrario 8 = (Х; Y; Z} sobro un 
ejo cualquiora u se determina por la fórmula 


Prus = 8е, 


en donde e es el vector unitario en dirección del eje и. Si se dan los 
ángulos æ, В. y, que forma ol ojo ш con los cjes coordenados, tendremos 
que е = (cosa; соз В; cos y) y para el cálculo do la proyección del 
vector 9 во puede aplicar la fórmula 


pruS=X соз a+ Y cos $42 cos ү. 


795. Los vectoros a y b forman un ángulo ф= n; 
sabiendo que |a|=3, | Ф| = 4, calcular: 1) ab; 2) аз; 3) з; 
4) (а 4-5); 5) (3a— 20) (a 4- 20); 6) (a— Б): 7) (3a +20). 

796. Los vectores @ y b son perpendiculares entre sí; 


el vector е forma con ellos ángulos iguales a $~; sabiendo 
que [а] = 3, [b/=5, |c|=8, calcular: 1) (30—20) х 
X (04-30); 2) (a+ b-+e)%; 3) (a-+2b— Зе). 


797. Demostrar la identidad 
(a+b) + (a— b)? = 2 (a? + 1%) 
y averiguar su significado geométrico. 
798. Demostrar que 
—ab<ab< ab; 
den qué casos so verificará el signo de igualdad? 
799. Suponiendo que cada uno de los vectores a, b, е 


es diferente de cero, determinar para qué posición relativa 
de ellos se verifica la igualdad: 


(ab) c=a (bo). 
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800. Dados los vectores unitarios «, b y є, que satis- 
facen a la condición a +-b+e=0, calcular ab + be + са. 
801. Dados tres vectores с, b y e, que satisfacen a la 
condición a+ b+c=0, y sabiendo que Ja|=3, |b|=1 
y {е4 о ‚ calcular ab -+de=ca, 
da par de vectores а, b y с forman entre sí 
un ángulo de 60°; sabiendo que Ja|=4, |р|=2 y |с|=б, 
determinar el módulo del vector p 
Sabiendo que | а|= 3, |b|=5, determinar para qué 
valor de œ los vectores a+ab, a—ab son perpendiculares 
entre sí. 
804. ¿A qué condición deben satisfacer los vectores a 
y b para que el vector «-- 0 sea perpendicular al vector 
a=b? 
805. Demostrar que cl vector p = 0 (ае) — c (ab) es per- 
pendicular al vector e. 
a (ab) 


806. Demostrar que el vector p =b——yr ез perpen- 
dicular al vector e. ES pa 

807. Dados los vectores AB=b у AC =c, coincidentes 
con los lados del triángulo ABC, hallar la descomposición 


en la base D, с del vector que coincide con la altura BD 
y que está aplicado al vértice В de este triángulo. 


808. Los vectores @ y b forman un ángulo ф= 


sabiendo que |а |= 3, |0]=1, calcular el ángulo а for- 
mado рог los vectores р = 6-0 y q=a—0. 

809. Calcular el ángulo obtuso formado por las media- 
nas trazadas desde los vértices de los ángulos agudos de 
un triángulo rectángulo isósceles. 

810. Determinar el lugar geométrico de los extremos 
de un vector variable æ, si su origen está en un punto 
dado A y el vector ж satisface a la condición 


т? 


ха= 9, 


ел donde « es un vector dado у a un número dado. 

811. Determinar el lugar gcomótrico de los extremos 
de un vector variable ж, si su origen está en un punto 
dado А у el vector æ satisface a las condiciones 


ха=о, xb=f, 


en donde a, b son unos vectores dados, no colineales, y œ, 
$ unos números dados. 
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812. Dados los vectores a=(4; —2; 
2), calcular: 
1) ab; 2 Va; 3) VE, 4) (24—30) (а 4-2); 
5) (a40)% 6) (a—D). 

813. Calcular el trabajo realizado por la fuerza f- 
=(3; — 5; 2), al desplazarso su punto do aplicación del 
origen al extremo del vector 8 (2; —5; —7)*). 

814. Dados los puntos А(— —17), В; —1;5) 
y C(0;1; —5), calcular: 


1) QAB—CB) BC+ Ba) 2) V ABE, 3) Y АС, 


А) hallar las coordenadas de los vectores (АВ AC) BC 
y АВ (АС ВС). 

815. Calcular el trabajo realizado рог la fuerza f= 

3 ; —5), si su punto de aplicación se desplaza, en 
un movimiento rectilíneo, de la posición A (2; —3;5) a la 
posición B (3; —2; —1). 

816. Dadas tres fuerzas M=(3; —4; 2), WN =(2; 3; —5) 
y P=(—3; — 2; 4), aplicadas a un punto. Calcular el 
trabajo realizado por la resultante de estas fuerzas, si el 
punto de su aplicación se desplaza, en un moyimiento 
rectilíneo, de la posición M,(5;3; — 7) a la posición 
Ma(6; —1; —4). 

817. Se dan los vértices de un cuadrilátero А (1; —2; 2), 
B(1; 4; 0), C (43154) y D(—5; —5;3). Demostrar que 
sus diagonales AC y BD son perpendiculares entro sí. 

818. Determinar para qué valor de œ los vectores 
a=ai—3j42k y b=¿+4+2j—ale son perpendiculares 
entre sí. 

819. Calcular el coseno del ángulo formado por los 
vectores a=(2; —4; 4) y b={—3; 2; 6). 

820. Se dan los vértices de un triángulo: A(—1; — 2; 4), 
B(—4; —2;0) y C (3; —2; 1). Calcular el ángulo interno 
del vértice B. 

821. Se dan los vértices de un triángulo A (3; 2; — 3), 
B(5;1; —1) y С(1; —2; 1). Determinar el ángulo externo 
del vértice А. 


—4), b=(6; —3; 


*) 51 ol vector representa una fuerza, cuyo punto de aplicación 
se desplaza del origen al extremo del vector 8, el trabajo w realizado 
рог osta fuerza se determina mediante la igualdad 


ш = Г8. 
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822. Calculando los ángulos internos del triángulo 
A(1;2;1), В(3; —1; 7), С(; 4; —2), verificar que este 
triángulo es isósceles. 

823. El vector æ es colineal al vector a =(6; —8; —7,53 
y forma un ángulo agudo con el eje Oz. Hallar sus coor- 
denadas, sabiendo que |x | = 50. 

824. Hallar el vector æ, que es colineal al vector 
a=(2; 1; —1) y satisface а la condición 


ха=3. 
825. El vector æ es perpendicular а los vectores «= 


=34+2j+ 2 y b=18i—22j— 5k y forma con ol eje Oy 
un ángulo obtuso. Hallar sus coordenadas, sabiendo que 


1826, Hallar el vector æ, si se sabe que es perpendicular 
a los vectores «=(2 3; —1) y 0= (1; — 2; 3) y satisface 
a la condición 


æ(2i—j+k)= —6. 

827. Se dan dos vectores: а= 43; —1;5} y »={1; 2; 
—3). Hallar el vector æ, que es perpendicular al eje Oz 
y satisface a las condiciones: 

ха=9, xb=-—4. 
828. Se dan tros vectores: 
a=2i—j+3k, D=i-3j42k y с 
Hallar el vector æ, que satisface a las condi 
xa=—5, ab=—11, хс= 20. 
829. Hallar la proyección del vector S=(4; —3; 2) sobre 


el eje que forma con los ejes coordenados ángulos agudos 
iguales. 


830. Hallar la proyección del voctor 8 = [}/2; —5] 
sobre el eje que forma con los ejes coordenados Ox y Oz 
los ángulos а = 45°, у= 60° y con el eje Oy un ángulo 
ag 


udo В. 
831. Se dan dos puntos A(3; —4; —2), B(2; 5; —2). 
Hallar la proyección del vector AB sobre el eje que forma 
con los ejes coordenados Ox у Oy los ángulos ®==60°, 
В = 120° y con el eje Oz un ángulo obtuso y. 

832, Calcular la proyección del vector « = {5; 2; 5) sobre 
el eje del vector D=(2; —1; 2). 
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833. Se dan tres vectores: 
a=3i—Gj—=k, b=i+4j—5k y e 


Calcular pre (e -+ 0). 
834. Se dan tres vectores: 


32—43 + 12h. 


а= (1: —3;4), b=(3; —4; 2} y с=(—1;1; 4). 


Calcular Prise. 

835. Se dan tres vectores: 

а= —21-+-)-„®, b=i45j y c=4i+4j=kh. 
Calcular pre (3a— 2b). 

836. Una fuerza, definida por el vector R=(1; —8; 
— 7), se ha descompuesto en tres direcciones perpendi- 
culares entre sí, una de las cuales se da medianto el vector 


а= 24-2) ++ к. Hallar la componente de la fuerza 2? en 
dirección del vector e. 


837. Se dan dos puntos M (— 5; 
Calcular la proyección del vector 
eje del vector MN. 

838. Se dan los puntos A(—2;3; —4), B(3; 2; 5), 


C (1; —1; 2), D(3; 2; — 4). Calcular prog AB. 


—6) y №(7; —9; 9. 
(1; —3; 1) sobre el 


$ 32. Producto vectorial de vectores 


Se Лата producto vectorial del vector a por el vector b al vector 
que se indica con la notación |40), definido por las tres condiciones 
signient 

4) el módulo del vector [ab] es igual a [а |. 101 son Ф, on don- 
de ф es el ángulo formado por los vectores а y б. 

2) el vector lab] es perpendicular a cada uno de los vectores а y b; 

3) la dirección del vector lab] corresponde a dla regla de la mano 
derecha». Esto significa que, si los vectores а, 0 y [ab] tienen un 
origon común, el vector [abj tendrá la dirección del dedo cordíal de 
la mano derecha, cuando el dedo pulgar vaya en dirección del primer 
factor (o sea, del vector а) y el dedo índico en dirección del segundo 
(o sca, del vector В). 

El producto vectorial depende del orden de los factores: 


1ab]=—[6a). 


Ei módulo del producto vectorial [ab] es igual al área 5 dol 
paralelogramo construido sobre los vectores a y б: 


а= 8. 
El propio producto vectorial so puede expresar por la fórmula 
[a0]=Se 
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en donde e es un versor unitario de la misma dirección que el producto 
vectorial. 

El producto vectorial [ab] se convierto en сего si, y solamente 
si, los vectores @ у b son colineales. En particular, [aa] = 0. 

Si los ejes coordenados forman un sistema de mano derecha y los 
voctores а у b se dan on este sistema mediante sus coordenadas: 


а={Х УЖ}. d=(Xg Үз 2}, 
el producto vectorial del vector æ por el vector b se detormina por la 
fórmula 


YA Xi ai X, Yı 
ca lalola zl lx val) 
o 
ijk 
а= |х, Y, 2]. 
Хә Уз Za 


830, Los vectores « y b forman un Ángulo p =F- 


Sabiendo que |«|=6, 215 calcular |14011. 
840. Se da: |@ | =10, | |=2 y ар = 12. Calcular (4011. 
841. Se da: |а |= 3, |b|=26 у (4011 72. Calcular að. 
842. Los vectores a y b son perpendiculares entre sí. 
Sabiendo que |а |= 3, |6/=4, calcular: 


1) [Ma-+0)(a—0)1]; 2) ¡(fa —0)(a—20)11. 

843. Los vectores « y b forman un ángulo ф= 
Sabiendo que [a |=1, [6]=2, calcular: 

1) lub; 2) [Qa+D)(a+20)P; 3) Ka -+ 30) (3a— v). 


844. ¿A qué condición deben satisfacer los vectores «а, 
b para que los vectores ab у «—b sean colincalos? 
845. Demostrar la identidad 


[aby + (ab) = азб®. 
846. Demostrar que 
lab «23; 
¿en qué caso se verificará el signo de igualdad? 


817. Dados los vectores arbitrarios: p, q, », эъ, demos- 
trar que los vectores 


а=1рп\, b=1qu), с=п] 
que teniendo un origen común, 


El 


son coplanares (es deci 
se sitúan en un plano). 
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848. Los vectores а, b, e satisfacen a la condición 
а+ь+с=0. 
Demostrar que 
[аъ] = [be] = fca]. 


849. Los vectores а, b, e y d están ligados por las 
relaciones 


[н] = 10), ае] = (641. 


Demostrar que los vectores «—d у b—e son colinealos. 
850. Dados los vectores 


a=(3; —1; —2) y D=(1; 2; —1), 
hallar las coordenadas de los productos vectoriales: 
1) [ab]; 2) [Qa+0)D), 3) 120—0) (244-0). 


851. Dados los puntos 4 (2; —1; 2), В(1; 2; —1) 
y C (3; 2; 1), hallar las coordenadas de los productos vec- 
torialos; 1) [AB ВС]; 2) [(BC—2CA) СВ). 

2. La fuerza f = (3; 2; —4) está aplicada al punto 
A (2; —1; 1). Determinar el momento de esta fuerza con 
respecto al origen de coordenadas *). 

53. La fuerza P = (2; —4; 5) está aplicada al punto 
Mo (6; —2; 3). Determinar el momento de esta fuerza con 
respecto al punto A (3; 2; —4). 

854. La fuerza Q = 4; —2) está aplicada al punto 
С (2; —1; —2). Determinar la magnitud y los cosenos 
diroctores del momento de esta fuerza con respecto al ori- 
gen de coordenadas. 

855. La fuerza P = (2; 2; 9) está aplicada al punto 
A (4; 2; —3). Determinar la magnitud y los cosenos direc- 
tores del momento de esta fuerza con respecto al punto 
С (2; 4; 0). 

856. Se dan tres fuerzas: М = (2; —1; —3), N = 
= 2 —1) y P = (—4; 1; 3), aplicadas al punto 
С (21; 4; —2). Determinar la magnitud y los cosenos 
directores del momento de la resultante de estas fuerzas con 
respecto al punto А (2; 3; —4). 


*) Si el vector f representa una fuerza, aplicada a cierto punto М. 
y el vector а va del punto O al punto M, el voctor [a7 ] representará 
el momento de esta fuerza respecto al punto O. 
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857. Se dan los puntos A (f; 2; 0), В (8; 0; —3) 
y С (5; 2; 6). Calcular el área del triángulo ABC. 

858. Se dan los vértices de un triángulo A (1; —1; 2), 
В (5; —6; 2) y С (1; 3; —1). Calcular la longitud de su 
altura, bajada desde el vértice B al lado AC. 

859. Calcular el seno del ángulo formado рог los vecto- 
res a = (2; —2; 1) y b = (2; 3; 6). 

860. El vector æ es perpendicular a los vectores @ = 
= (4; —2; —3) y b = (0; 1; 3) y forma con el eje Oy 
un ángulo obtuso. Hallar sus coordenadas, sabiendo que 
| ж | = 26. 

861. El vector m es perpendicular al eje Oz y al vector 
а = (8; —15; 3) y forma un ángulo agudo con el eje Ол. 
Hallar sus coordenadas, sabiendo que |m | = 51. 

862. Hallar el vector æ, sabiendo que es perpendicular 
а los vectores a = (2; —3; 1) yb=(1; —2; 3) y satislace 
a la condición: 

a (i+2j—7k)=10. 
863. Demostrar la identidad 
(G + mi + т) (34 mid у) — (Lla + тата + nyn)? = 
= (типа — Many)? + (lans — Lina)? + (Lima — lam). 
Nota. Servirso de la identidad del problema 845. 
864. Se dan los vectores: 
а= (2; — 3; 1), d=([—3; 1; 2) y c=(1; 2; 3). 


Calcular [а] с] y [a [be]. 


$ 33. Producto mixto de tres vectores 


Se dico que tres vectoros forman una terna do vectores, ві se 
señala cuál de ellos so toma como primero, cuál como segundo y cuál 
сото tercero. La terna de vectores se escribe en el ordon de su nume- 
ración; por ejomplo, la notación a, 6, с indica que el vector а se toma 
como primer vector, Р como segundo y e como tercero. 

Una terna de vectores а, b, с no coplanares, se dice que es una 
terna de mano derecha si, trasladando los vectores que la componen 
а un mismo origen, se , en el orden de su numoración, de igual 
modo que los dedos pulgar, Índice y cordial de la mano derecha. Si 
los vectores a, Б, e se sitúan igual que los dedos pulgar, Índico y cor- 
dial de la mano izquierda, se dico que la terna de vectorse es do mano 
izquierda. 

1999 llama producto mixto de tres vectores a, 6, o al número, Igual 
al producto vectorial [að], multiplicado escalarmente por el vector e, 
es decir, [ab] e. 
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in vista de que se verifica la identidad lab] c = aybc], рага el 
ruducto mixto [ab] e se emplea la notación абе que es más abreviada. 
Ье сме modo: 


аре=[аб]с, abe=a [bc]. 


El producto mixto абе es igual al volumen del paralolopípedo 
construido sobre los vectores a, 0, с, tomado con signo más, si la torna 
abe ез de mano derecha, y con signo menos, si es de mano izquierda, 
Si los vectores а, b, e son coplanares (y solamento en este caso), el 
producto mixto аре es igual a cero; o sea, la igualdad 


abe=0 
us la cundición necesaria y suficiente para la coplanaridad de los 


vectores а, б, с. 
Si los vectores а, b, с se dan medianto sus coordenadas: 


asiXg Ур Zh 0—45 Yo Ж}. с={Ху Ya 23), 
el producto mixto абе su determina por la fórmul 
ХҮ, 8; 
ube=| Ху Ya 22|. 
Xa Уу Za 


Recordemos que se supone que el sistema de ejes cuordenados 
es de mano derecha (con lo cual la terna de vectores 4, 7, de es de mano 
derecha). 


865. Determinar de qué mano es la terna «, б, е (de 
derecha o de izquierda), si: 
1) a=k, b=1, c=3; 2) a=i, =k, 0=4; 
3) =J, b= 1, c= k; 4 a=i+j, b=j; c=k; 
5) a=i+j, b=i—j, c=J; 6) a=i+j, b=i—j, е 


de. 


866. Los vectores а, b, е forman una terna de mano 
derecha y son perpendiculares entro sí. Sabiendo que 
la|=4, [0]=2, [с|=3, calcular ade. 

867. Ll vector с es perpendicular a los vectores « y b, 
el ángulo formado por « y b es igual a 30°. Sabiendo que 
[a|=6, JE =3, |c|=3, calcular «be. 

868. Demostrar, que 


Jabe¡<la]101j0l 


den qué caso se verificará aquí el signo de igualdad? 
869. Domostrar la identidad 


(a+b) (b+c) (c+a)+2abc. 
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870. Demostrar la identidad 
ab (c -+a +0) = айе, 


en donde À y p son unos números cualesquiera. 
871. Demostrar que зі los vectores a, Б, е satisfacen 
a la condición 


[ab] 4- [dc] (са] =0, 


son coplanares. 

872. Demostrar que la condición necesaria y suficiente 
para que los veclores æ, б, e sean coplanares, ез la depen- 
dencia lineal 


аа + pb 4 yc=0, 


еп dondo, por lo menos uno de los números œ, р, y no os 
igual a cero. 
873. Dados tres voctores: 


а= (1; —1; 3) b={—2; 2; 1}, с= (3; —2; 5), 


calcular abe. 
874. Determinar si son coplanares los vectores «, Ф, e, si: 


1) a=(2 3—1} D=( 433) e=(139 —11}; 
2) а=43; —2; 1} 002; 1; 2),  e=(3—1; —2); 
3) а= (2: —4; 2). б={1; 3—3} с (3; — 4; Т). 


875. Demostrar que los cuatro puntos 
A (15234), В (0; 1; 5), С(—1;2;14) y р (2; 1;3) 
están situados en un plano. 
876. Calcular el ёгса del tetraedro cuyos vértices están 
en los puntos А (2; —1; 1), B(5; 5; 4), C (3; 2; —1) 
y D (4; 1; 3). 
877. Dados los vértices de un tetracdro: 


А (2; 3; 1), В (4; 1; —2), C (6; 3; 7), D (—5; —4; 8), 


hallar la longitud de su altura bajada desde cl vértice D. 

8 1 volumen de un tetraedro, tres de cuyos vér- 
tices están en los puntos А (2; 1; —1), B (3; 0; 1), С (2; —1; 
3), es v = 5. Hallar las coordenadas del cuarto vértice D, 
si se sabe que está en el eje Oy. 
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$ 34. Producto vectorial doble de (гез vectores 


Supongamos que el voctor а se multiplica vectorialmente por 
el vector D y que el vectorobtenido [4.0] se multiplica, а su vez, vecto- 
Fiolmente por el vector e. Como resultado, se tiene el producto vecto- 
rial dable [lab] el (св evidonto que Ilab | е] es un vector), Multipli- 
cando vectorialmente el vector а por el vector [be] obtenemos el 
producto vectorial doblo [а] de]]. 

Por lo general, 

lab] с] =+ [a [0c]]. 
Demostromos que se verifica la identidad 
Каб] e] =b(ac)—a (br). 

Demostración. Consideremos wn sistema (cartesiano) 
de coordenadas rectangulares. Para mayor comodidad, colocamos los 
ejes coordenados de un modo especial, н sabor: el eje Oz lo dirigimos 
en dirección del vector æ y el eje Oy lo colocamos on el plano de los 
vectores а y b (suponiendo que los vectores а y b tienen un origen 
común). En estas condiciones, tendremos quo: 


=(X 5 00) b=(Xg Ya 0, с=4Х5 Үз; Zo. 
Ahora hallamos: 
[26] =40; 


XV, ) w 


llab) е) ={— XYY a Xi YX 0). 

Por otra parte, 

ac=XiXai b(ac) {XXXs X YX O), 

ос ХаХа +Y Ys; а (00) ХХХ X,Y Ys; 0; 0). 

Por consiguiente, 

(ас) а (ре) =(—X YY ХУ Ху; 0}. (e) 
Comparando los segundos miembros de las fórmulas (1) y (2), obtene- 
mos: 

lab) e) =b(ac)—a (бс), 

que es lo que se pedía. 


879. Demostrar la identidad 
la (0с = 0 (ас) —e (ad). 


880. Resolver el problema 864 utilizando las identida- 
des expuestas en el comienzo de este párrafo y la identi- 
dad del problema 879. 

881. Dados los vértices de un triángulo А (2; —1; —3), 
B (1; 2; —4) y C (3; —1; —2), calcular las coordenadas 
del vector № que es colincal а la altura bajada desdo el 
vértice A al lado opuesto, si el vector A forma con cl eje 


Oy un ángulo obtuso y su módulo es igual a 2 V34. 
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882. Suponiendo que cada uno de los vectores а, b, с 
es diferente de cero, averiguar su posición relativa para 
que se verifique la igualdad 

la 12е] = llab] e]. 
883, Demostrar las identidades: 
1) [a [bo] +15 [ca)] + {с 140 =0; 
2) [ab] [cd] = (ас) (фа) —(ad) (de); 
3) lab] [ed] + [ac] [db] + [ad] [De] =0; 
4) [lab] са] = е (add) —d (abc); 
5) [ab] [bc] [ca] = (ave); 
6) la[a[a [401 = а, si los vectores « y b son 
perpendiculares entre sí; 
7) [a [ð [cd]]] = (ае) (Фа) ~ lad] (фес); 
8) [a10 [eđ]]] = (аса) b — (ab) [cd]; 
9) lab]? [ac]? — ((aD] [ac))* = a? (ado); 
10) [lab] [be] [[de] [ca)) (са [ab] (абе) 
11) (ab) [ed] + (ac) [db] + (ad) [be] = а (фей); 


abd abe 
12) (ade) (ade) = Po 


884. Tres vectores, no coplanares, е, 0, y e tienen un 
rigen común. Demostrar que el plano que pasa рог los 
2xtremos de estos vectores es perpendicular al vector 


Іа) + [de] + [ca]. 


УШ 
Capítulo 


ECUACION DE UNA SUPERFICIE Y ECUACION DE UNA 
LINEA 


$ 35. Ecuación de una superficie 


Se llama ecuación do una superficie dada (en el sistema do coor- 
denadas considerado) a la ecuación de tres variables 
F(z, y, 2) =0, 
а la cual sutisfacen las coordenadas do cada punto situado cn esta 


superficie y no satisfacen las coordenadas do ningún otro punto situado 
{йога de ella. 


885. Dados los puntos М, (2; —3; 6), М, (0; 7; 0), 
2; —4), MVZ; 4 —5), Ms; —4; —5), 
—V 5), averiguar cuáles están situados en la 
determinada por la ecuación 


аз + y +2 = 49, 


y cuáles no lo están. ¿Qué superficio determina la ecua- 
ción dada? 

886. Hallar en la superficie 

а? + у + 0 = 9 
un punto рага el cual: 1) la abscisa es igual a 1 у la 
ordenada ез igual а 2; 2) la abscisa es igual a 2 y la 
ordenada es igual a 5; 3) la abscisa es igual a 2 y la 
cota es igual a 2; 4) la ordenada es igual a 2 y la cota 
es igual a 4. 

887. Averiguar qué figuras geométricas representan las 
ecuaciones siguientes, en coordenadas cartesianas roctan- 
gulares del espacio: 

1) == 0; 2y=0; 3) 
5 у+2=0; 6) 2+5 = 


8) (к — DA (у + 3P + (в — 5) 49; 
9) 22 +2y + 32 = 0; 10) 22 + 2yt 4345 
12) = ; 


+2 0; 1 = 


888. Dados dos puntos Ё, (—с; 0; 0) у Ёз (с; 0; 0), 
deducir la ecuación del lugar geométrico de puntos cuya 
suma de distancias a dos puntos dados es una cantidad 
constante, igual a 2а; se supone que а >0,c >0, а >c. 


Solución. Indiguemos con la letra Af un punto arbitrario 
del espacio y sus couedenadus con las letras z, y, z. Como el punto М 
puedo ocupar cualquier posición, z, y, z serán cantidades variables, 
por lo quo so llaman courdenadas variables. 

El punto M está on la superficie dada cundo, y solamente cuando, 


MF ¡+ MF¿=2a, W 


Esta es la dofinición de la suporficio expresada por símbolos. 


Keprosentomus ME, у МГ; mediante las coordonadas variables 
dol punto M: 


ME = үсу, МР. YE F F. 


Sustituyondo lus expresiones obtenidas en la igualdad (1), ten- 
dremos la ecuación 


VEAN ++ 4+ VETE 2, (0) 
quo relaciona entre sí a las coordenadas variables z, y, z. Esta cs 
la ecuación do la superficie considerada. 

En efecto, para cada punto М situado en la superficie dada, se 
cumple la condición (1) y, por lo tanto, punto 
tendrán que satisfacer a la ecuación (2); sin embargo, la condición (1) 
no so cumple para ningún punto situado fuera de lu superficie dada 
y, por lo tanto, sus coordenadas no satisfucen я la ecuación (2). Do 
esta manera, queda resuelto el prublema; los cálculos ulteriores tienen 
por рр ropresentar la ecuación de la superficie en la forma más 
simple. 

Pasemos el segundo radical de la ecuación (2) al segundo miembro: 


VENA VE 


clovando los dos miembros de esta igualdad al cuadrado y abriendo 
paróntesis, obtenemos: 


atp eztet yta 
= 4a? 4a у= 0) Fy 224-022 Lex 4 04-94-28, 


a VE=PEPF Aa er, 
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Eliminando nuevamente el radical, hallamos: 
atal—2atoz-+a%e2 4 ауз att а4 —Datez + eta, 


(а%— с?) 224-0924 ad =a? (а2—с?). (3) 
Como a > e, tendremos que a? — c? > 0; indicaremos el número 
positivo a? — c? por 6%. La ecuación (3) tomará, entonces, la forma 
22124 aty? ada а? 
о 
ж а 
агба 


(4) 


ma clipsoide de revolución. La 
а de este elipsoide. 

889. Deducir la ccuación de la esfera cuyo centro está 
en el origen de coordenadas, si su radio es igual a r. 

90. Deducir la ecuación de Ja eslera cuyo centro es 
С a; B; y), si su radio es igual a r, 

891. Desde el punto Р (2; 6; —5) se han trazado todos 
los rayos posibles hasta la intersección con el plano Oxz. 
Hallar la ecuación del lugar geométrico de sus puntos 
medios. 

892. Desde el punto A (3; —5; 7) se han Lrazado todos 
los rayos posibles hasta la intersección con el plano Оту. 
Hallar la ecuación del lugar geométrico de sus puntos medios. 

893. Dosde el punto С (—3; —5; 9) se han trazado todos 
los rayos posibles hasta la intersección con el plano Оуз. 
Hallar la ecuación del lugar geométrico de sus puntos 
modios. 

894. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuya diferencia de cuadrados de sus distancias a 
los puntos F, (2; 3; —5) y Е. (2; —7; —5) sea una can- 
tidad constante, igual a 13. 

895. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuya suma de los cuadrados de sus distancias a dos 
puntos F, (—a; 0; 0) y F2 (a, 0; 0) sea igual а la cantidad 
constante 4a?. 

896. Los vértices de un cubo son А (а; —a; —a), 
В (а; —a; —a), С (—а; а; —a) y D (a; а; a). Hallar la 
ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de 
cuadrados de sus distancias a las caras de este cubo sea 
una cantidad constante, igual a 8a?. 

897. Deducir la ecuación del lugar geomótrico de 
los puntos equidistantes de dos puntos M, (1; 2; —3) 
y М. (3; 2; 1). 


La superfície considerada se 
ecuación (4) se Пата ecuación can 
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898. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuya suma de sus distancias a dos puntos dados 
F, (0; 0; —4) y F2(0; 0; 4) sea una cantidad constante, 
igual a 10. 

899. Deducir la ecuación del Ingar geométrico de los 
puntos cuya diferencia do sus distancias a dos puntos dados 
Р, (0; —5; 0) y F2(0; 5; 0) sea una cantidad constante, 
igual a 6. 


$ 36. Ecuación de una línea. El problema de la 
intersección de tres superficies 


Una línea en el espacio во determina como la intersección de dos 


superficies P (z, y, 2) = 0 y Ф (z, y, 2) = 0 y se da por dos ecuaciones 
simultáneas 


F (z, y, 2)=0, 
Ф (z, y, 230. 
Si F (ж, y, 2) = 0, Ф (z, y. з) = 0, Y (z, y, 2) = О son las ccuaciones de 
tres superficies, para hallar los puntos de sus interscccionos ез nece- 
sario resolver simultáncamento el sistema; 
F (z, y, 2) =0, 
Ф (z, y, 2) =0, 
¥ (z, y, 2) = 0. 
Cada solución z, у, z de este sistema nos proporciona las coordenadas 
de uno do los puntos de intersección de йы suporficies dudas. 
900. Se dan los puntos M; (3; 4; —4), Ma(—3; 2; 4), 
My(—1; — 4; 4) y M¿(2; 3; — 3). Averiguar cuáles están 
en la Jínea 


JE-19+y42=36, 
ly+2=0 


y cuáles no lo están. 
901. Averiguar cuáles de las líneas dadas a continuación 
pasan por el origen de coordenadas: 


sj pere hat—22=0, 


y=0; 

(2— 3P + (у +1)%4 (22) =25, 
a {уз 

(2— 1)24- (0+ 2) (24-2) = 9, 
ak e ei 
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902. Hallar en la línea 
22у: 22-=49, 
24 y42—á—25=0 
un punto: 
1) cuya abscisa sea igual a 3; 
2) cuya ordenada sea igual a 2; 
3) cuya cola sea igual a 8. 


903. Hallar las líneas que determinan las ecuaciones 
siguientes: 


z=0, =0, y=0, 
2) ¡e ; =0; 5) нае» ; 
Р [е =, Ё 1 090 y+2=0, 
ево раа [ому 
pyh, 22-02249, 
9 ү 9 е 
(224-02 4-22 = 25, n+y+2=20, 
10) lam0; м ОУ 


904, Hallar la ecuación de la línea de intersección del 
plano Ozz у la esfera соп centro en el origen de coordenadas 
y radio igual a 3. 

905. Hallar la ecuación de la línea de intersección de 
la esfera con centro en el origen de coordenadas y radio 
igual a 5, y el plano, paralelo al plano Ozz, situado en el 
semiespacio izquierdo, a la distancia de dos unidades de él. 

906. Hallar la ecuación de la línea de intersocción 
del plano Oyz y la esfera con centro en el punto С (5; —2; 4) 
y radio igual а 13. 

907. Hallar las ссџасіопез de la línea de intersección de 
dos esferas, una de las cuales tiene un radio igual a 6 y 
el centro en el origen de coordenadas y la otra, un radio 
igual a 5 y el centro en el punto С (1; —2; 2) 

F 908. Hallar los puntos de intersección de las tres super- 
icies: 
2+0 22 = 49, y—3=0, 2+6 = 0. 


909. Hallar los puntos de intersección de las tres super- 
ficies: 
#%-+ у%-+ =, 45+ y4(c—-2%=5, y —2=0. 
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$ 37. Ecuación de una superficie cilíndrica cuyas 
generatrices son paralelas a uno de los ejes 
coordenados 


Una ecuación de dos variables de la forma 
F(z, y=0 


determina, en un sistema de coordenadas del espacio, una superficie 
cilíndrica cuyas generatrices son paralelas al ejo Oz. En el plano, 
en el sistema de coordenadas determinado por los ојо Oz y Oy, lu 
ecuación F (т, y) = 0 determina una línea, qne es, precisamente, la 
directriz del cilindro considerado. Pero esta línea, en el sistema de 
coordenadas del espacio, tiene que ser dada por dos ecuaciones” 


F (z, y=0, 

2=0. 
Análogamento, la ecuación 

F (z, 23=0 


(on el espacio) determina una superficio cilíndrica cuyas gonoratrices 
son paralelus al eje Oy; lu ecuación F (y, 2) = 0 determina una super- 
ficio cilíndrica cuyas gencratrices son paralelas al eje Ох. 


910. Averiguar qué liguras geométricas determinan las 
ecuaciones siguientes en un sistema de coordenadas del 
espacio: 

y 22252) E) ER 
4) 2=82 5) t—2y=0; 6) 2—2=0; 
Т) у#}+:%= 0; 8) 24 4y944==0; 9) zti- z? = 22; 
10) p+ 22 = — 2. 


911. Hallar la ecuación del cilindro que proyecta а la 
circunferencia 


хае 1 +0(—1) = 25, 
22032216 
sobre el plano: 1) Оху; 2) Ога; 3) Oyz. 

912. Hallar la ecuación de la proyección de la ciroun- 
ferencia 


ези 1)24 (y +2) + (2 — 2)2—= 36, 
224-0 2)2-6 (а—1)* 25 
sobre el plano: 1) Оту; 2) Oxz; 3) Oyz. 


IX 
Capitulo 


ECUACION DEL PLANO. ECUACION DE LA RECTA. 
ECUACIONES DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN 


§ 38. Ecuación general del plano. Ecuación del plano 
que pasa por un punto dado y tiene un vector 
normal dado 


En coordenadas cartesianas, cada plano se determina por una 
ecuación do primor grado y cada ecuación de primer grado determina 
un plano. 

ndo vector (diferento de cero), perpendicular al plano dado, se 
lMama vector normal del plano. La ecuación 
а (а&— ч)+ В (y— yo) +C (2—20) [Шш 
determina un plano que pasa por el punto Mo (; 20) y cuyo vector 
normal ез n = (4; В; С}. М 

Abriendo paróntesis de la ecuación (1) y designando ol número 
1з Bo — Cs por la letra D, representamos lu ecuación (1) 

la 


en la forma: 
Ar+By+C24-D=0. 
Esta ecuación se Mama ccunción general del plano. 


913. Hallar la ecuación del plano que pasa por el pun- 
to M, (2; 1; —1) y cuyo vector normal es n = (1; —2; 3). 

914. Hallar la ecuación del plano que pasa por el ori- 
gen de coordenadas y cuyo vector normal esa = (5; 0; —3). 

915. El punto P (2; —1; —1) es el pie de la perpen- 
dicular bajada del origen de coordenadas a un plano. Hallar 
la ecuación de este plano. 

916. Dados dos puntos M, (3; —1; 2) y Ma (4; —2; —1), 
hallar la ecuación del plano que pasa por el punto M, 
y es perpendicular al vector MM. 

917. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto 
M, (3; 4; —5) y es paralelo a los dos vectores t = 
= (3; 1; —1) y a: = (1; —2; 1) 

918. Demostrar que la ecuación del plano que pasa por 
el punto Mo (Toi Yo; zo) y es paralelo a los dos vectores 


a, = {h; m; m} уаз = (la; ma т), 
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se puede representar en la forma 

2—20 0—00 
4 т 
la m, 


919. Hallar la ecuación del plano que pasa por los 
puntos M, (2; —1; 3) y №, (3; 1; 2) y es paralelo al vector 
4 


“920. Demostrar que la ecuación del plano que pasa por 


los puntos М; (21; Ys; з) y Malro ya; 2) y es paralelo 
al vector 


a={l; т п), 
se puede representar en la forma 
LA Y—Y 2—21 
aa 02—18 12—%|=0. 


1 т п 


921. Hallar la ecuación del plano que pasa por tres 
puntos: 


М, (3; —1; 2), Ma (4; —1; —1) y М, (2; 0; 2). 


922. Demostrar que la ecuación del plano que pasa 
por tres puntos: 


Miles Yu z), Maltz; уш 22) y Malta уз za) 
se puede representar en la forma: 


923. Determinar las coordenadas de algún vector nor- 
mal de cada uno de los siguientes planos. Escribir, en cada 
caso, la expresión gencral de las coordenadas de un vector 
normal arbitrario: 


4) 2r—y—245=0; 2) 2+5y—2=0; 
3) 3x—2y—7=0; 4) 5y—32=0; 
5) 262—0; 6) y—3=0. 
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924. Determinar qué pares, de las ecuaciones dadas a 
continuación, determinan planos paralelos: 


4) 22—3y+52—7=0, 21—3y4+52+4+3=0; 
2) 424-2 — 42-5 = 0, 224 y+2— h 
3) 2—32+2=0, 2 —b:— 


925. Determinar qué pares, de Jas ecuaciones dadas а 
continuación, determinan planos perpendiculares: 


4) 32 0, 2490—32 -2=0; 


у 22—: 


3) 22—5у4-2=0, 


926. Determinar para qué valores de 2 у т los pares 
do ecuaciones, dadas a continuación, determinan planos 
paralelos: 


1) 2204-10-325-0,  me—6y—62+42=0; 
2 3a—y+ li А Lu + my -22—3-=0; 
3) mi+3y—23—1=0, 22—5y—l2=0, 


927. Determinar para qué valores de / los pares de 
ecuaciones, dadas a continuación, determinan planos por- 
pendiculares: 


1) 3e—5y + la—3 x+3y+224+-5 =0; 
2) 5х--у—32— 2x + ly—324 0; 
3) Tr—2y— z= 0, leyy—32=1 =0. 


928. Determinar los ángulos diedros formados por la 
intersección de los pares de planos siguientes: 
1) +—yV24+3—1=0, «ку/2—- 
2) 3y—z=0, 2y--2-=0; 
3) 6r+3y—22=0, + 2y+b2—12 
4) z 2y4-22—3=0, 467 + 12y—152—1=0. 
929. Hallar la ecuación del plano que pasa por el 
origen de coordenadas у es paralelo al plano 5x—3y-+ 
+%—3=0. 
930. Hallar la ecuación del plano que pasa рог el 


punto M, (3; —2; —7) y os paralelo al plano 22—32 4- 
+5=0. 
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931. Hallar la ecuación del plano que pasa por el 
origen de coordenadas y es perpendicular a los dos planos: 
22 —у 32—10, 7+2y+2=0. 

932. Hallar la ecuación del plano que pasa рог el 
punto М, (2; —1; 1) y es perpendicular a los dos planos: 
22—25 +1=0, y=0. 


933. Demostrar que la ecuación del plano que pasa por 
el punto М, (го; Yoi zo) у es perpendicular a los dos pla- 
nos Aw + Biy Hia +D,=0, Azt- Bay +Co2+ Da=0, se 
puede representar en la forma siguiente: 
хло 0—00 2—% 

As В! Ci 
Az Bı Ce 


=0. 


934. HaJlar la ecuación del plano que pasa por dos 
puntos M, (1; —1; —2) y M2(3;1:1) y es perpendicular 
al plano 

2—2y + 32—5 =0. 


935. Demostrar que la ecuación del plano que pasa por 
dos puntos М, (21; у; д) У Malta Ya 22) y ©з porpondi- 
cular al plano 


Ar+ By+C24+D=0, 


se puedo representar en la forma siguiente: 


A YY 2—8 
23—21 YY 52—24 
A B с 
саг que los tres planos 2—2y !2—7=0, 
=0, r—3y+2:—11=0 tienen un punto 


común y calcular sus coordenadas. 
937. Demostrar que los tres planos 


Tx 4y +724+1=0, 22—y—24-2=0, 
x+2y4-32-1=0 


pasan por una recta. 
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938. Demostrar que los tres planos 
2r — у + 3—5 = 0, d+ y Б 22—41 = 
4®-„Зу+ 2+2=0 
se cortan еп tres rectas paralelas diferentes. 
939. Determinar para qué valores de a y b los planos 
2 — y +3z—1=0, 2+2y—z+b=0, 
æ+ ay — 6:4 10 = 
1) tienen un punto común; 
2) pasan por una recta; 
З) se corlan en tres rectos paralelas diferentes. 


$ 39. Ecuaciones incompletas de los planos. 
Ecuación «segmentaria» del plano 
Toda ccuación de primer grado 
- Ar+By+C34D=0 
(en coordenadas cartesianas) determina un plono. Si esta ecuación 
carece do término independiente (D = 0), el plano pasa por el origen 
do coordenadas. Si carece de una do las coordenadas variables (o sea, 
si uno de los coeficientes А, B, C оз igual a coro), el plano es paralelo 
a uno do los ejes coordenados y es, precisamonto, paralolo al eje 
homónimo de la coordenada ausente. Si, además, la ccnación caroce de 
término independiente, cl peig лек poe: esto eje. Si la ecuación сагссо 
de dos coordenadas variables ( los coeficientes A, B, С son 
iguales a cero). el plano es paralclo a uno de los planos condenados; 
es, precisamento, paralelo al plano que pasa рог los ejes homónimos 
de las coordenadas ausentes. Si, además, la ecuación сагесо de tér- 
mino_ independiente, el plano coincide con este plano coordenado. 
i оп la ecuación dol plano 
Az+ By+C24-D=0, 


ninguno de los coeficientes A, B, C, D es igual a coro, esta ecuación 
so puede transformar en ]а forma 


E 
O 


a) 
on donde 
D D 


1=-5, be 2 


y 


son las magnitudes de los segmentos que el plano intercepta en los 
ejes coordenados (partiondo del origen de coordenadas). La ecuación 
(1) se llama cevación escgmentaria» del plano, 


940. Hallar la ccuación del plano que pasa: 
1) por el punto M, (2; —3; 3) y es paralelo al plano Оху; 
2) por el punto М» (1; —2; 4) y es paralelo al plano Ozz; 
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3) por el punto Af, (—5; 2; —1) y es paralelo al pla- 
no Oyz. 
941. Hallar la ecuación del plano que раза: 
1) por el eje Oz y por el punto M, (4; 
2) por el eje Oy y por el punto Ma (1 
3) por el eje Oz y por el punto M, (3; 
942. Hallar la ecuación del plano que pa 
1) por Jos puntos M, (7; 2; —3) y Mo (5; 
paralelo al ejo Ox; 
2) por los puntos 24 (2; —4; 1) y Pa (3; 1; 2) y es para- 
lelo al cje Oy; 
З) por los puntos Q, (3; —2; 5) y Ф, (2; 3; 1) y os para- 
lelo al eje Oz. 
943, Hallar los puntos de intersección del plano 
2ж — Зу — 4s — 24 = 0 
con los ejes соогйепайоз. 
944. Dada la ecuación de un plano 
х + 2y — 3z — ô = 0), 


escribirla on la forma «segmentaria». 
945. Hallar los segmentos que el plano 


3x — 4y — 242 4-42 = 0 
intercepta сп los ejes coordenados. 


946. Calcular el área del triángulo intersectado en ol 
ángulo coordenado Оху por el plano 


5e — бу + 32 + 120 = 0. 


947. Calcular el volumon de la pirámido limitada por 
el plano 2ш — 3y + 6z — 12 = 0 y por los planos coordena- 
dos. 

948. Un plano pasa por el punto M, (6; —10; 4) 
о intercepta en el eje de abscisas el segmento а = — 3 y en 
el cje de cotas el segmento с = 2. Hallar la ecuación 
«segmontaria» de este plano. 

949. Un plano pasa por los puntos M, (1; 2; 1) Y 
M, (—3; 2; 1) e intercepta en el ejo de ordenadas el seg- 
mento b=3. Hallar la ecuación «segmentaria» de este 
plano. 

950. Hallar la ecuación dol plano que pasa por el punto 
M, (2; —3; —4) y que intercepta en los ejes coordenados 
segmentos de igual magnitud y diferentes de cero (se supone 
que cada segmento parte del origen de coordenadas). 
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; 4) y os 


951. Hallar Ја ecuación del plano que pasa por los pun- 
tos M, (—1; 4; —1), M, (—13, 2; —10) y que intercepta 
en los ejes de abscisas y de cotas segmentos de igual longi- 
tud y diferentes de cero. 

952. Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por 
el punto M, (4; 3; 2) y que interceptan en los ejes coor- 
denados segmentos de igual longitud y diferentes de cero. 

9 Hallar la ecuación del plano que intercepta en el 
eje Oz el segmento с = —5 y es perpendicular al vector 
n = (2 1; 3). 

954. Hallar la ecuación del plano que es paralelo al 
vector Z == (2,1; —1) y que intercepta en los ejes coor- 
denados Ox y Oy los segmentos а = 3, b = —2. 

955. Hallar la ecuación del plano que оз perpendicular 
al plano 22 — 2y -+ 42 — 5 = 0 y que intercepta en los ejes 


coordenados Ox y Oy los segmentos а = —2, b = È. 


$ 40. Ecuación normal del plano. 
Distancia de un punto a un plano 


Su Паша есмасі 


1 normal del plano a su ecuación, escrita en la 
forma 


acosa ycosP42cosy—p=0, (t) 


nde cos a, cos B, cos ү son los cosenos directores do la normal 

y p ев la distancia del origen de coordenadas ul plano, Al 
lus cosenos directures de la normal so debe suponer que ésta 
tione la direción del origen de coordenadas al plano (si el, plano pasa 
por el origen de coordenadas, es indiferente la elección de la dirección 
pesitiva de la normal). 

Supongamos que Л es un punto 
es la distancia desde 61 hasta ol pla 
del punto M* del plano dado. al número -| d, si el punto M* y el 

en de coordenadas estún a diversos lados del plano dado y, al 
número —d, si están on un mismo lado del plano dado (si M* está 
en el mismo plano, su desviación será igual а сего). 

Si el punto M* tiene las coordenadas х=, y*, 2* y el plano se ha 
dudo mediante su ecu normal 


ж соз а-у соз В 2 сову—р:=0, 


jalquiera del espacio у que d 
o dudo. So Пата «desviación» б 


la desviación del y 
в= 

Es evidente que d— [51 
n general del piano 
Az+ By HC 


nto 2/* de este plano se da por la fórmula 
сока у* conf * 2% созу р. 


181 


so reduco a la forma normal (t) después de multiplicarla por el factor 
normalizador que se determina por la fórmula 


булта 


el signo del factor normalizador es contrario al signo del término 
independiente de la ecuación que se normaliza. 


956. Determinar cuáles de las ecuaciones de los р!а- 
nos dadas a continuación están escritas en la forma normal: 


1 2 2 
0 т2—50—92—5=0; 2) h24 Ly 
Do 4) bed 2.50; 
5) фа—{—3=0; б) — 5y + a+ 1=0; 

5 4 3 Р 
7) 0—122—1=0; 8 7:—Íhv+3=0 
9) =—1=0; 10) y+2=0; 
11) —y—2=0; 12) 2—5=0. 


957. Reducir a la forma normal cada una de las coua- 
ciones do los planos siguientes 


1) 22—2y+2—18=0; Yin 3=0; 
3) 4 —Gy-—-122—14=0; 4) —42—4y 42241 =0; 
5) 5у—122426-=0; 6) 32—4y—1=0; 

7) y+2=0; 8) —24+5=0; 

9) —2+3=0; 10) 28—1=0. 


958. Calcular, para cada uno de Jos planos siguientes, 
los ángulos a, В y y formados por la normal у los ejes 
coordenados y hallar la distancia р del origen de coorde- 
nadas a ellos: 


1)2+yV24+2—10=0; 2) =—y—2V2416=0; 
3) +z—6=0; 4) y—=24+2=0; 5) = уЗу {-10—0; 
6) 2—2=0; 7) 2241=0; 8) 2+1=0; 

9) z —2y +-22—6==0; 10) 22+3y—62+4=0, 
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959, Calcular, en cada uno de los casos siguientes, la 
desviación ô у la distancia d del punto al plano: 
21—y+224+3=0; 

102 —12y 4-152—4=0; 
5r— 3y +2 4=0; 

4) М, (3; —6; 7), 4: — 32—41 = 0; 

5) М, (9; 2; — 2), 120—525 = 0. 

960. Calcular la distancia d del punto P(—1,1; — 2) 
al plono que pasa por tres puntos M,(t; —4; 1), 
М,(—2; 1; 3) y Ma (4; —5; —2). 

961. Averiguar si el punto 0 (2; —1;1) у el origen de 
coordenadas están a un mismo lado o a diversos lados de 
cado uno de los planos siguientes: 

1) 5e—3y+2—18=0; 2) 22+7y+32+1=0; 
3) 24-5у4-122:—1=0; 4) 20—y+24-14=0; 
5) 22+3y—634+2=0; 6) 3x—2y+2:—7=0. 


962. Demostrar que el plano 3x—4y—22-+5=0 corta 
al segmento limitado por los puntos М, (3; —2; 1) 
y М,(—2; 5; 2). 

963. Demostrar que el plano 5z—2y-+2—1=0 no 
corta al segmento limitado por los puntos М, (1; 4; — 3) 
y М,(2; 5; 0). 

964. Calcular la distancia entro los planos paralelos 
en cada uno de los casos siguientes: 


1) 2—2y—2—12=0, 2) 22—By+6:—14=0. 
2—2у—22—6-0; 46у +122+21 =0; 
3) 22—y+22+9=0, 4) 1624-12 —152-+50=0, 


4л —2y +42— A =0; 162 4-12у — 152 +25= 

5) 30: —32у--242—75=0, 6) 61 —18у — 9: —28-=0, 

152 —16у |-122—25=0; 4x—12y — 62—7=0. 
965. Dos caras de un cubo están en los planos 
2—2y+2-1=0, 22—2y+245=0, 


0; 


Calcular el volumen de este cubo, 
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966. Hallar, on el eje Oy, un punto que esté a la distan- 
cia 4 = 4 del plano 


+ 2y—2%-—2=0, 


967. paar en el eje Oz, un punto ЖЫЗ del 
punto M (1; —2; 0) y del plano За — 2y + 62 — 9 = 0. 

968. Hallar, en el eje Ог, un punto equidistante de 
los dos planos 


122 — 16у + 452 + 1 = 0, 2 + 2y—2-1=0. 


969. Deducir la ccuación dol lugar geométrico de los 
puntos cuyas desviaciones del plano 4r — 4y — 2z + 3 = 0 
sean iguales а 2. 

970. Deducie la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos cuyas desviaciones del plano бл + 3y -H 22 — 10=0 
soan iguales a —3. 

971. Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al 
Plano 25, В 2y — z — 3 = 0, que cstán a la distancia d — 
=5 de é 

972. Hallar, en cada uno де los casos siguientes, la 
ecuación del lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de dos AS paralelos: 


1) 42—y—2—3=0, 2) 32 -+2y—24+3 
4r—y—22—5=0; 3r4+2y—2—1= 
3) 5e—3y42-1-3-=0, 
10x—6y ; 2z |-7-=0. 

973. Hallar, en cada uno de los casos siguientes, las 
ecuaciones de los planos que dividen por Ја mitad Jos ángu- 
los diedros formados por los dos planos concurrentes: 

1) 2—3y+22-5=0, 2) 5r—5y—23— 30, 
Br—2y—z2 ; ж--1у—24--1=0; 
3) 2c—y+-524+3=0, 
2r—10y p43-2=0. 


974, Averiguar, en cada uno de los casos siguientes, 
si el punto M (2; —1; 3) y el origen de coordenadas están 
en un mismo ángulo diedro, en ángulos diedros adyacen- 
tes o en ángulos diedros opuestos, formados por la inler- 
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sección de los dos planos: 
4) 22—y r32—5=0, 2) 2r 
3r- 2y—243=0; 5e—y—32—70; 
3) 2+5y—24+1=0, 
2r |17y+242-0. 


'5. Averiguar, en cada uno do los casos siguientes, 
si los puntos M (2; —1; 1) y М (1; 2; —3) están en un mis- 
mo ángulo diodro, оп ángulos diedros adyacentes o en ángu- 
los diedros opuestos, formados por los dos planos: 


‚ 2) 2r—y 53—41 =0, 
4=0;  3r—2y+6:—1=0, 


1) 3z—y |-2z— 
z—2y 


976. Averiguar si el origen de coordenadas está situado 
en el ángulo agudo u obtuso formado por los dos planos: 


x — 2y + 32 — 5 = 0, 
2r —y —z+3=0. 


977. Averiguar si el punto M (3; 2; —1) está situado 
cn el ángulo agudo u obtuso formado por los dos planos: 


5s — y 243 == 0, 
4х — Зу + 23 + 5 = 0. 
978. Hallar la ecuación dol plano que divide por la 
mitad el ángulo diedro formado por los dos planos 


2r — 14у + 6z — 1 = 0, 
Зх + 5y — 5z + 3 = 0, 
cn que está situado cl origen de coordenadas. 
979. Hallar la ecuación del plano que divido por la 
mitad el ángulo diedro formado por los dos planos 
2х—у+%—3=0, 
Зх + 2y — 65 — 0, 
еп que está situado el punto M (1; 2; —3). 
980. Hallar Ja ecuación del plano que divide por la 
mitad el ángulo diedro agudo formado por los dos planos 


2х — 3y — 42—3- 
41 — Зу — 2—3 = 0. 


981. Hallar la ecuación del plano que divido por la 
mitad el ángulo diedro obtuso formado por los dos planos 
3z — áy —3 +5 =0, 

42 — Зу+ 5+5=0. 


$ 41. Ecuaciones de la recta 


La recta, como intersección de dos planos, so determina por dos 
ecuaciones simultáneas do primer grado: 


( A+ Biy4-C 134 D1=0, w 
Az у + Cab Dg=0, 
con la condición de que los covficientes Ay, Ba, С, de la primera de 


ellas no sean proporcionales a los coeficientes Az, B2, С. do la segunda 


(en caso contrario, estas ecuaciones determinarían planos paralelos 
о colncidontes). 


Supongamos que una recta a está doterminada por las ecuaciones 
(1) y que с y f son unos números cualesquiera, no simultáncamente 
iguales a coro; entonces la ecuación 
а (Az + By 4 Ci +D) +P (422+ Bay + Суз-- 5%) =0 (2) 
dotermína un plano que pasa por la recta а. 
La ecuación de ln forma (2) se реа determinar рог cualquier 


plano (con la correspondiento elección de los números œ y f) que 
pase por la recta a. 


conjunto de todos los planos que pasan por una misma recta 


so llama haz de planos. La ccuación de la forma (2) se Поа ecuación 
dol haz de planos. 


Si a + 0, poniendo Ê = А, la ocuación (2) so reduco a la forma 


Az + Biy + Ci2 + Dy 4h (А2 Вау +038 05) ==0, (3) 


Esta forma do la ecuación dol haz de planos es más usual que 
la ecuación (2), sin embargo, la ecuación (3) determina todos los 
planos del haz menos el que corresponde а æ = 0, es decir, menos е] 
plano Aaz «+ Bey + Caz Y Da = 0. 


982, Hallar las ecuaciones de las rectas formadas por 
las intersecciones del plano 5х — 7y + 22 — 3 = 0 con los 
planos coordenados. 

983. Hallar la ecuación de la recta formada por la 
intersección del plano 3z — y — 72 + 9 = 0 con el plano 
que pasa рог el eje Ox y рог el punto E (3; 2; —5). 

984. Hallar los puntos de intersección de la recta 

La + y—=23=0, 
x+y42—1=0 
con los planos coordenados. 
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985. Demostrar que la recta 
22 — 3y 452—6 = 0, 
24 5y—72--10=0 
сома el eje Oy. 
986. Averiguar para qué valor de D la recta 
Келе do 
3r—2y +2—6=0 
corta: 1) el eje Oz; 2) el eje Oy; 3) el eje Oz. 
987. Hallar las relaciones a que deben satisfacer Jos 
coeficientes de las ceuaciones de la recta 


кы +612+0,=0, 
Azz +- Bay 4 Caz+ D¿=0 
para que esta recta sea paralela: 1) al eje Ox; 2) al eje Oy; 
3) al eje Oz. 

988. Hallar las relaciones a que deben satisfacer los 
coeficientes de las ecuaciones de la recta 


женсе аы ыз, 
Ax + Bay + C22+D¿=0 


para que esta recta: 1) corte el eje de abscisas; 2) corte el 
eje de ordenadas; 3) corto el eje de cotas; 4) coincida con 
el ejo de abscisas; 5) coincida con el eje de ordenadas; 
6) coincida con ol eje de cotas. 

989. Hallar en el haz de planos 


2z — 3y +2 — 3 +À (z + 3y + 2z + 1) = 0 


un plano que: 1) pase рог el punto M, (1; —2; 3); 2) sea 
paralelo al eje Oz; 3) sea paralelo al eje Oy; 4) sea paralelo 
al ejo Oz. 

990. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 
do intersección de los planos Зх — y + 2z -+ 9 = 0, z 4- 
+ z — 3 = 0 y: 1) por el punto M, (4; —2; —3); 2) es para- 
lelo al eje Oz; 3) es paralelo al eje Oy; 4) es paralelo al eje Oz. 

991. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 
de intersección de los planos 22 — у + 3z — 5 y a+ 
+ 2y — z + 2 = 0 y es paralelo al vector? = (2; —1; —2). 

992, Hallar la ecuación del plano Чис pasa por la recta 
de intersección de los planos 5х — 2y — 2 — 
+ Зу — 22 + 5 = 0 y es paralelo al vector # = 


993. Hallar la ocuación del plano que pasa por la recta 
de intersección de los planos З= — 2y +z — 3 = 0, г — 
— 22 = 0 y os perpendicular al plano т — 2y — 2 + 5 = 0. 

994. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 


5=—у—24—3=0, 
не кэ 4-2-0 


у es рогрелаісшаг al plano z + 19y — 72 — 11 = 0. 

995. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 
de intersección de los planos 22 + y — z + 1 = 0, z +y +- 
+ 22 +1 = 0 у ез paralelo al segmento Jimitado por los 
puntos М, (2; 5; —3) y М, (3; —2; 2). 

996. Hallar la ecuación del plano que pertenece al haz 
de planos 


а (3z — 4y +3 |6) + 6 (05 — 3y 2+ 2) =0 


y es equidistante de los puntos M, (3; —4; —6), Ma (1; 2; 2). 
997. Averiguar si el plano 


be — 8y + 172—8 = 0 
pertenece al haz de planos 
a (5z — y l- 42 — 1) + В (2z + 2y — 32 + 2) = 0. 
998. Averiguar si el plano 
5e — 9y — 2z + 12 = 0 
pertenece al haz do planos 
a (22 — Зу + 3 — 5) + B (z — 2y — z — 7) = 0. 
999. Determinar los valores de Z y m para que el plano 
5x + ly + dan -= 0 
pertenezca al haz de planos 
а (3z — Ту + z — 3) + В (z — 9y — 22 + 5)=0. 


1000. Hallar la ecuación del plano que pertenece al 


haz de planos A 


а (к — 3y + Tz + 36) + В (02 + y — 2 — 15) = 0, 
cuya distancia al origen de coordenadas es igual а p =3. 
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1001. Hallar la ecuación del plano que pertenece al 
haz de planos 

a (10x — 8y — 152 +- 56) +В (4z -| y + 32 — 4) = 
cuya distancia al punto С (3; —2; —3) es igual a d = 7. 

1002. Hallar la ecuación del plano que pertenece al 

haz de planos 

a (бл + 13у — 22 — 60) + В (42 ! 3y + 3z — 30) = 0 
y recorta dol ángulo coordenado Оту un tri. 
igual a 6 unidades cuadradas. 


1003. Hallar las ecuaciones de los planos que proyectan 
la recta 


agulo de área 


21—y+2—3-0, 
za 2у—5—1=0 
sobre los planos coordenados. 
1004. Hallar las ecuaciones de las proyecciones de la 


recta 
z+2y—3z—5=0, 
2r —y-3 21-220 
sobre los planos coordenados. 
1005. Hallar Ja ecuación del plano que proyecta Ja recta 


3x--2y—2—1-0, 
Магы ~ü 
sobre el plano ж |-2y-|-32—5=0. 
1006. Hallar Jas ecuaciones de la proyección de la recta 
5а—4у—2:—5—0, 
{ 24220 


sobre el plano 


2r—y + 0. 
$ 42. Vector director de la recta. Ecuaciones 
canónicas de la recta. Ecuaciones paramótricas 
de la recta 
Se Пата vector director de una recta а wn vector cualquiera, 
diferente de cero, situado en esta recta o en una recta paralela a ella. 


„En lo sucesivo, el vector director de una recta arbitraria se 
пага con la letra « y sus coordenadas con las letras 2, т. 


asih тн} 
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Si зе conoce uno de sus puntes Mo (20; yo; zo) y el vertor director 
а = (1: т; n}, la recta se podrá determinar mediante (dos) couaciones 
de Ja forma: 
2—1 
T= - 
Las ecuaciones de la recta que tienen esa forma se llaman canónicas. 
Jas ecuaciones canónicas de 1а recta que pasa por dos puntos 
dados Mi (а; уз: 8) Y Ma (22: уз: 20) son do la forma: 


= ð 


Designemos por la letra + cada una do las rolaciones iguales de 
las ecuaciones canónicas (1); tendremos: 


22 


1—9 


0—0 
т 


ре aquí que 
{ 2=z lt, 
у=ю+т, @) 
т=щ+ м. 
Estas son Jas ecuaciones paramólricas do la recta que pasa por ol 
punto Mo (хо; Yo; zu) on dirección del vector a = п), ба las 
ecuaciones (3), £ se considera como un parámetro variable arbitrario; 
ж, y, 2 son funciones de £. Al variar £, las cantidades z, y, z varian 
de modo que el punto М (z; y; 2) se muovo por la recta dada. 

Si ве interpreta el parámetro £ como el tiempo variable, y las 
ecuaciones (3) como las ecuaciones del movimiento del punta М, 
estas cewaciones determinarán un movimiento uniforme rectilíngo 
10] punto M. Cuando t = 0, cl punto М coincide con el punto Mp. 
La velocidad v dol punto М es constante y se determina por la fórmula 


v=V тір, 
1007. Hallar las ecuaciones canónicas de la recta que 
pasa por el punto М, (2; 0; —3) y es paralela: 
1) al vector а = (2; —3; 5); 
2) a la recta +2 _ 2d 
3) al eje Oz; 4) al eje Oy; 5) al eje Oz. 
1008, Hallar los ecuaciones canónicas de la recta que 
pasa por los dos puntos dados: 
(4; —2 1), (3; 1; —1); 2) (3; —1; 0), (1; 0; —3); 
0; —2; 3), (3; —2; 1); 12 4), (432 —4 
1009, Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 
que pasa por el punto M, (1; —1; —3) y es paralela 
) al vector a = (2; 5:4 
КЫШКА: 
2) a la recta 5 = 
3) a la recta z=3t—1, y 


—2 +3, 2 =5t +2. 
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1010. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 
que pasa por los dos puntos dados: 


1) (8; —1; 2), (2; 1; 1); 2) (1; 4; —2), (3; —1; 0); 
á у $ @ 01), 69 —2). pa | 


1011. Por los puntos M, (—6; 6; —5) y M: (12; —6; 1) 
se ha trazado una recta. Hallar los puntos de intersección 
de esta recta con los planos coordenados. 

1012. Dados los vértices de un triángulo A (3; 6; —7), 
В (—5; 2; 3) yC (4; —7; —2), hallar las ecuaciones paramé- 
tricas de su mediana trazada desde el vértico C. 

1013. Dados los vértices de un triángulo А (3; —4; —4), 
B (1; 2; —7) y С (—5; 14; —3), hallar las ecuaciones canó- 
nicas de la bisectriz del ángulo interno del vértice B. 

1014. Dados los vértices de un triángulo A (2; —1; —3), 
В (5; 2; —7) y С (—7; 11; 6), hallar las ecuaciones canóni- 
cas de la bisectriz del ángulo externo del vértico A. 

1015. Dados los vértices de un triángulo A (1; —2; —4), 
В (3; 1; —3) y С (5; 1; —7), hallar las ecuaciones paramó- 
tricas de la altura bajada desde el vértice B al lado opuesto. 

1016. Dada la recta 


2r —5y423=0, 
242y—242=0, 
calcular las proyecciones sobre los ejes coordenados de algún 
vector director « de ella. Hallar la expresión genoral de 
las proyecciones de un vector director arbitrario de esta 
rocta sobre los ejes coordenados. 
1017. Dada Ја recta 
2e—y+341=0, 
Эх + y —2—2+=0, 
hallar la descomposición de algún vector director « у la 
expresión goneral de la descomposición de un vector direc- 
tor arbitrario de esta recta en la base å, j, de. 

1018. Hallar las ecuaciones canónicas de la recta que 
pasa por el punto M, (2; 3; —5) y ев paralela а la recta 
3r—y+22:—7=0, 
> + 3y—224+3=0. 
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1019. Hallar las ecuaciones canónicas de las rectas 
siguientes: 
1) [2—2y+32-4=0, 2 [5e+ybz=0, 
374 2y —52—4=0; ааз A 
3) fe—2y+32+1==0, 
ld 0. 
1020. Hallar las ecuaciones paramétricas de las rectas 
siguientes: 
1) [22+ 3y—z—4=0, 2) [z +2y—z—6=0, 
ролы жэш) 2ж—у+-Ь1=0. 
1021. Verificar que son paralelas las rectas: 
z 0—2=0, 


дй, аа 
а ак: лаб Со o Ды 
2) в kd yo —842, tT 
pr kz | 2=0, 


z—y—3z— 


240 — 3z |-1=0, z -2y-5-1=0, 
Sa 2—Y-+8:—9=0, 
1022. това, que son perpendiculares Јаз rectas: 


= LE Za + y —52 108, 
T= ETE Y lap 3y— 


23 

2) r=2t +1; y=3t-2, 
2x J- y — 43 -2— 

й ¡pd = 

ф == чш E +y 1-22+5=0, 


2ж—у—®%—2=—0 Y |2»—2у—.-2.=0. 
1023. Hallar el ángulo agudo formado por las rectas: 
#—3 _ y42_ 2 +2 _ y3_ 2-5 


и y" тел үү. 
1024. Hallar el ángulo obtuso formado рог las rectas: 
«=3—2, y=0, —t 4-3; 
=2t—-41, y=0, 
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1025. Hallar el coseno del ángulo formado por las 
rectas: 


z—y—4z—5=0, [r—6y—624+2=0, 
a 0; 127+2y+9—1=0. 
1026. Demostrar que las rectes, dadas mediante sus 
ecuaciones paramétricas 
2=2—3, y=3-—2, 


—4t 46 


y 
z=t4+5, y= —М—1, 2=t4, 
son concurrentes. 
1027. Se dan las rectas 
242 y 2—0 2—3 _у—1_ 
а: наг б те 
¿cuál debe de ser el valor de 2 рага que estas rectas sean 
coxicurrentes? 
1028. Demostrar que la condición, según la cual las 
dos rectas 
204 ум 2—0. y 2—0: 
"A А A 


Li 
п 

están situados еп un plano, so puede expresar de la forma 

siguiente: 


в—а 2—0, с—с, 
ц m, т |=0. 
la m Ma 
1029. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por 


Mi(—1;2; —3), es perpendicular al vector 
; —3) y se corta con la recta 


3 
=p + 
1030. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por 
е) punto M¡(— ) y se corta con las dos rectas 
241 _у13 4—2 22 _y+1, 2—4 
ce 2т' 5 3 Б: 
1031. Hallar las ecuaciones paramétricas de la perpen- 
dicular común a las dos rectas, dadas por las ecuaciones 


z=3t—7, у= — 224-4, 2=3t +44 
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x=t4+4, у= 2 — 9, —1 — 42. 


1032. Dadas las ecuaciones del movimiento del punto 
М (а; y; 2) 
2=3—4t, у= 5 + 3, z= —2 + 121, 


hallar su velocidad v. 
1033. Dadas las ecuaciones del movimiento del punto 
M (z; y; z) 
z=5— 2t, у= —3 +2, 2=5-!, 


hallar la distancia d recorrida por este punto en el intervalo 
do tiempo comprendido desde t, = 0 hasta to = 7. 

1034. Hallar las ecuaciones del movimiento del punto 
M (æ; y; 2), cuya posición inicial es М, (3; —1; —5), si el 
movimiento es rectilíneo y uniforme y va en dirección del 
vector # = (—2; 6; 3) con la velocidad v = 21. 

1035. Hallar las ecuaciones del movimiento del punto 
М (x; y; 2), si el movimiento es rectilínco y uniforme y en 
el intervalo de tiempo comprendido desde tı = 0 hasta 
ъ= S el punto ha recorrido la distancia del punto 
м 7; 12; 5) al punto М, (9; —4; —3). 

Я 18 posición inicial del punto № Өз y; z) en un 
Poe uniforme rectilíneo es My (20; —18; —32); 
la dirección del movimiento es opuesta a la del vector 
s = (3; —4; —12) y la velocidad es v = 26. Hallar las 
ecuaciones del movimiento del punto № y hallar el punto 
соп el que coincide en ol tiempo t = 3. 

1037. Los movimientos de los puntos M (z; ГД {| 
yN (2; y; 2) son uniformes үк, La posición unicial 
del primer punto es My (— у —5), la velocidad es 
Var = 14 y la dirección Жы con la del vector s = 
3; —6; 2); la posición inicial del segundo punto es 
No (5; 16; —6), la velocidad es vy = 13 y la dirección 
es opuesta a la del vector + = (—4; 12; —3). Hallar las 
ecuaciones del movimiento de cada uno de los puntos y, 
verificando que se cortan sus trayectorias, hallar: 

3) el punto 2 de intersección de sus trayectorias; 

2) el tiempo que tarda el punto M en trasladarso del 
punto M, al punto Р; 

3) el tiempo que tarda el punto Y en trasladarse del 
punto Ny al punto Р; 

4) las longitudes "де los segmentos М.Р y МУР. 
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$ 43. Problemas mixtos relativos a la ecuación del 
plano y a las ecuaciones de la recta 


1038. Demostrar que la recta 
z= 3—2, у= —á4t +1, 2 = 4 — 5 


os paralela al plano 4z — Зу — 6z — 5 = 0. 
1039. Demostrar que la recta 


(ab 
da—y—2-1=0 
está situada on el plano 42—3y+-72—7=0. 


1040, Hallar el punto de intersección de la recta y el 
plano: 


204 3y+21=0; 


2—2+2-15=0; 


2+2y—214+6=0, 


1041. Hallar Јаз ecuaciones canónicas de la recta que 
pasa por el punto №, (2; —4; —1) y рог el punto medio 
del segmento de la recta 

3x + лу +52—26=0 
37 —3y—22—-5=0, 
contenido entre los planos 
Ба 4 Зу 424-11 = 0, 52+3y—42—41=0. 

1042. Hallar Јаз ecuaciones de la recta que pasa por 
el punto M¿(2; — 3; —5) y es perpendicular al plano 
6r—3y—5z+2=0. 

1043. Hallar la ecuación del plano que pasa por el 
punto Mo (1; —4; —1) y es perpendicular a la recta 

z+3 0—1 4+2 
жк +4 


1044. Hallar la ccuación del plano que pasa por el 
punto Mo(1; —2;1) y es perpendicular a la recta 


жо z—-3=0, 
+y—242=0. 
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1045. ¿Para qué valor de m la recta 


es paralela al plano 
2—3y 4624 7= 0? 

1046. ¿Para qué valor de С la recta 
3x—2y+2+4+3=0, 
4r—3y+42+1=0 

es paralela al plano 
2—y4+C22=0? 

1047. ¿Para qué valores de A y D la recta 

2=34+4t, y=1-4t, 2=-—341 
está situada en el plano 
Ах + 2y—424 D=0? 

1048. ¿Para qué valores de A y B ol plano 

Аг + By+32—5=0 
es perpendicular а la recta 

2=34+2, y=5-3, 1=-2-2? 
1049. ¿Para qué valores de l y С la recta 

cot Ар С 
тте == 
ез perpendicular al plano 

Br—Y+C24+1=0? 


1050. Hallar la proyección del punto Р (2; —1; 3) sobre 
la recta 
2=3t, у=51—7, 1=242. 


1051. Hallar el punto Q quo es simétrico al punto 
P (4; 1; 6) con respecto a la recta 
z—y—4:4+12=0, 
2r +y—2+4+3=0. 


19 


1052, Hallar el punto Q que es simétrico al punto 
P (2; —5; 7) con respecto a la recta que pasa por los puntos 
M, (5; & 6) y Ma (—2; —17; —8). 

1053. Hallar la proyección del punto Р (5; 
el plano 


—1) sobre 


22 — у + 32 + 23 = 0. 


1054. Hallar el punto Q que es simétrico al punto 
Р (1; 3; —4) con respecto al plano 3z + y — 22 = 0. 

1055. Hallar en el plano Оту un punto / de modo que 
la suma de sus distancias a los puntos А (—1; 2; 5) 
y В (11; —16; 10) sea mínima. 

1056. Hallar en el plano Ozz un punto Р de modo que 
la diferencia de sus distancias а los puntos М, (3; 2; —5) 
y М» (8; —4; —13) sea máxima. 

1057. Hallar en el plano 


2х — Зу + 33 ~— 17 = 0 


un punto P de modo que la suma de sus distancias a los 
puntos A (3; —4; 7) y B(—5; —14; 17) sea mínima. 
1058. Hallar en el plano 


2z + Зу — 42 — 15 = 0 


un punto Р de modo que la diferencia de sus distancias 
a los puntos My (5; 2; —7) y Ma (7; —25; 10) sca máxima. 

1059. La posición inicial del punto M (т; 2), en un 
movimiento uniforme y rectilíneo en dirección del vector 
8 = {—2; 2; 1), es Mo (15; —24; —16); la velocidad es 
о = 12. Tras verificar que la trayectoria del punto M se 
corta con el plano 


З= + 4y + 73 — 17 = 0, 


hallar: 

1) el punto 2 de su intersección; 

2) el tiempo que se necesita para que el punto M haga 
el recorrido desde My hasta Р; 

З) la longitud del segmento МУР. 

1060. La posición inicial del punto M (z; y; 2), en w 
movimiento uniforme rectilíneo, es My (28; —30; —27); la 
velocidad es v = 12,5 y la direccion es la de la perpendicu- 
lar bajada del punto Му al plano 15х — 16y — 122 + 26-0. 
Hallar las ecuaciones del movimiento del punto M y deter- 
minar; 
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1) el punto P de intersección de su trayectoria con este 
plano; 

2) el tiempo que se necesita para que el punto M haga 
el recorrido desde Ma hasta Р; 

3) la longitud del segmento М.Р. 

1061. La posición inicial del punto M (т; y; z), en un 
movimiento uniforme rectilíneo en dirección del vector 
s = {—1; 2; —2}, es My (11; —21; 20); la velocidad es 
v = 12. Determinar el tiempo que necesita el punto para 
recorrer un segmento de su trayectoria comprendido entre 
los planos paralelos: 


2s + Зу + 5z — 41 = 0, 22 + Зу + 5z + 31 = 0. 


1062. Calcular la distancia d del punto Р (1; —1; —2) 

a la recta 
243 _ 
"= 


1063. Calcular la distancia d del punto P (2; 3; —1) 
a las rectas siguientes: 


1064. Tras verificar que son paralelas las rectas 


A +71 _ 0—5 
2—у—2—22=0, Эш. 


calcular la distancia d entre ellas. 
1065. Hallar la ecuación del plano que pasa por сі 
punto М, (1; 2; —3) y es paralelo a las rectas 
LN а =. a 


2 =3 3 Zo + 


1066. Demostrar que la ecuación del plano que pasa 
por el punto Mo (20; Yo; 20) y es paralelo a las rectas 
Ei 
1 


„йб, 20:00820 
т m’ R m è m’ 
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se puede representar en Ja forma: 

2—10 0—00 2—29 
hm т 
ta т; т 


1067. Demostrar que la ecuación del plano que pasa 
рог los puntos M, (ey ya 2:) у М. (га; Ya; гз) y es paralelo 
a la recta 


—b 


se puede representar en la forma 

2—1 Ll 2—21 

LO YY 22—214 
l m n 


1068. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 
ж=2--1, y=-—342, 2=2-3 
y рог el punto М, (2; —2; 1). 
1 


069. Domostrar que la ecuación del plano que pasa 
por la recta 


z=zelt, у= уфт, ступі 
у рог el punto M; (21; уу; 21) se puede representar en Ја 
forma: 
0—43. UY, 5H 
21—20 Yi—Yo Z1—Zo 
[4 т п 


1070. Demostrar que las rectas 


E y a 47, y=2 422, 


z= — 204-1 


están en un plano y hallar la ecuación de este plano. 
3071. Demostrar que si dos rectas 


24 _y=b_2-01 


т—% _у—%_ за 
Y my ц а Е 


1 ma ma 
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se cortan, la ecuación del plano en el que están situadas 
se puede representar en la forma siguiente: 


za yb 2—6 
h т la 
l mo Ta 


1072. Hallar la ecuación del plano que pasa por las 
dos rectas paralelas 


2-2 


23 1 


+43 

ТЕ 

1073. Demostrar que la ecuación del plano que pasa 
por las dos rectas paralelas 


x=a 1, у= +m, z= nt 

y 
x=a,+lt, y=ba4mt, z=c,+nt, 

se puede representar en la forma siguiente: 
za y—bh 2-0 
а-а bb aa 

Y m п 

1074. Hallar la proyección del punto C(3; —4; —2) 
sobre el plano que pasa por las dos rectas paralelas 


25 0—6 2+3 
13 1 =F: 


0. 


1075. Hallar el punto О que es simétrico al punto 
P (3; —4; —6) con respecto al plano que pasa por los 
puntos Mı (—6; 1; —5), Ma (T; — 2; —1) y Ma (10; —7; 1). 
1076. Hallar el punto Q que es simétrico al punto 
P(—3; 2; 5) con respecto al plano que pasa рог las rectas 


[2— 2у--32—5 = 0, 32 --у + 32-|-7-=0, 
12— 20—463 =0; | + 2245=0. 
1077. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta 
a=34441, y=2t43, 2=-—t-2 
y es paralelo a la recta 
2r—y+2-3=0, 
les 2y—2—5=0. 
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1078. Demostrar que la ecuación del plano que pasa 
por la recta 


y es paralelo a la recta 

2=x+lt, y=Yo+M, 2=2prt, 
se puede representar en la forma 
ж-д YY 2—2 


1 т п |=0. 
l т, m 


1079. Hallar la ecuación del plano que pasa por la 
recta 


y es perpendicular al plano 
324 20—2—5 = 0. 


1080. Demostrar que la ecuación del plano quo pasa 
por la recta 


r=x+lt, у= урт, =} 

y es perpendicular al plano 
Ах ~ Ву 4- С2 
se puede representar en la forma: 


D=0 


0—1) Y—Yo 220] 
1 m n |=0. 
А B с | 
1081. Hallar las ecuaciones canónicas do la recta que 
pasa por el punto М,(3; —2; —4), es paralela al plano 
82—28 — 32— 7=0 
y se corta соп Іа recta 


2— 


3 


gta 
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1082. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 
que es paralela a los planos 
3x4 12y—32—5=0, 3x—4y+92+7=0 
y se corta con las rectas 
245 +4 


2 
1083. Hallar la distancia más corta entre las dos 
rectas, en cada uno de los casos siguientes: 


4) FT ULA 48 2—0 48 К 
“Жоош ое К Ы 
2) х=ш—4, у 


$ 44. La esfera 


La esfera do radio ғ, con centro on С (a; В; y), so determina оц 
coordenadas cartesianas rectangulares por la couación 
@—в)#+(у—Ё%+(4—ү# =. 
La ecuación do la esfera do radio r, cuyo centro está on el origen de 
courdonadas, ез 
афифа, 

1084. Hallar la ecuación de la esfera on cada uno de 
los casos siguientes: 

1) el centro de la esfera está en el punto C (0; 0; 0) 
y el radio es r = 9; 

2) el centro de la esfera está en el punto С (5; —3; 7) 
y el radio es r = 2; 

3) la osfera pasa por el origen de coordenadas y tiene 
el centro en el punto С (4; —4; —2); 

4) la оѕГега pasa рог el punto А (2; —1; —3) y tiene 
el centro en el punto С (3; —2; 1); 

5) los puntos A (2; +5) y B(4; 1; —3) son los 
extremos de uno de los diámetros de la esfera; 

6) el centro de la esfera está en el origen de coordenadas 
y el plano 162 — 15у — 122 + 75 = 0 es tangente а la 
esfera; 
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7) el centro de la esfera es С (3; —5; —2), y el plano 
2z — y — 3z + 11 = 0 es tangente а la esfera; 

8) la esfera pasa por los tres puntos М, (3; 1; —3), 
М, (22; 4; 1) y Ma(—5: 0; 0) y su centro está on el 
plano 22 + y—2+3=0; 

9) la esfera pasa por los cuatro puntos: 


М, (1; —2; —1), 10; ч), My(4 1; М) y 
2; 2). 


1085, Hallar la ecuación de la esfera de radio r = 3, 
que es tangente al plano х + 2y + 22 + З = 0 en el punto 
; —3). 
* 4086. Calcular ol radio R de la esfera que es tangon- 
te a los planos 
3z + 2y — 6z — 15 = 0, 32 4 2y — 6z + 55 = 0. 
1087. Una esfera tiene el centro en la rocta 
22+4y—2-7=0, 
4х + 5y + 2 — 14 = 0 
у es tangente a los planos 
æ + 2у—2—2=0, 2 4 2у —– 25 4 = 0), 
Hallar su ecuación. 
1088. Hallar la ecuación de la esfera que es tangente 
a los dos planos paralelos 
6z — 3y — 2z — 35 = 0, бх —3y — 22 + 63 = 0, 


y el punto M, (5; —1; —4) es el punto de contacto con uno 
de ellos. 
1089. Hallar la ecuación de la esfera con el centro en 
С (2; 3; —1), que corta en la recta 
5z — 4y + 3z + 20 = 0, 
3r—4y+2-8=0 
una cuerda de longitud igual a 18. 
1090. Determinar las coordenadas del centro С y el 
radio r de la esfera dada por cada una de las ecuaciones 
siguientes: 


1) (2 39+(y +2) + (2— 5)* =46; 
2) (24-194 (y —3) 4-2? =9; 
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3) 2 yr 4r — 2y + 22—19=0; 

4) 24 y 4 2—62=0; 

5) z? pyt4 224 20y=0. 

1091. Hallar las ecuaciones paramétricas del diámetro 
do la esfera 
а + у#* +: + 2х byti mO, 
que es perpendicular al plano 
5z — у + 25—11 = 0. 


1092, Hallar las ecuaciones canónicas del diámetro de 
la esfera 


а 02 a Зу 2 — 13 = 
que es paralelo a la recta 
#=2—1, у= – 3 4 5, 2=4 +7, 


1093. Determinar la situación del punto А (2; —1; 3) 
con respecto a cada una de las esferas dadas a continuación: 
averiguar si el punto está dentro, fuera o en la superficie: 

1) (2394 (у H1} + (2 1)%=4; 

2) (24-14) + (y—11)* + (2+ 12)# = 625; 
3) (&—6)*#-+ (у— 0*+(2—2)* = 25; 

4) 22 4024-22 — 4r + бу —82 4 22=0; 
5) 22-02-22 a 4 3y— 223 =0, 


1094. Calcular la distancia más corta del punto А 
а la esfera dada, en cada uno de los casos siguientes: 
aq yy dy 
a? 4-12 4-22 4- 14r — 16у — 242 + 
+241=0; 
е) 4(1; —1; 3), Way + 22—62 {- ду — 102 — 620. 


1095. Determinar cómo está situado el plano con 
respecto a la esfera; si la corta, si es tangente o si pasa 
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por fuera de ella, Las ecuaciones del plano y de la esfera 
son: 
1) 2=3, 24y422—6x+2y —102 + 2, 
2) y=1, Ay 4a—2y—62 +14 
3) х=5, 224-02 4-22 —224- 4р —22-—4=0. 

1096. Determinar cómo está situada la recta con геѕ- 
pecto a la esfera: si la corta, si es tangente o si pasa 
por fuera de ella. Las ecuaciones de la recta y de la 
esfera son: 


1) == 2002, у=й—1, 2=t-2. 


а-у -H z? с 4у — З2 ++ 
2) => 2425 

T=" r" 
Py —6y + 2267=0; 
22—у 22—120, 
21—4y—2+4+6=0, 

Py 22—204. 0 442—430. 
1097. Hallar en la esfera 
(z — 1} + (y + 29 + (а — 3) = 25 
el punto M, más próximo al plaho 
Зх — 42 + 19 = 0, 
y calcular la distancia d del punto М, а esto plano. 

1098. Determinar el centro С y el radio R de la cir- 

cunferencia 
(= —3)* + (у + 2 + (= — 1)? = 100, 
2z—2y— 1 +9 = 0. 

1099. Los puntos A (3; —2; 5) у В (—1; 6; —3) son 
los extremos de un diámetro de una circunferencia que 
pasa por el punto С (1; —4; 1). Hallar la ecuación de esta 
circunferencia. 

1100. El punto C (1; —1; —2) es el centro do una 
circunferencia que corta en la recta 

2z — y + 22 — 12 
( 42—70 :+8= 


3) 


una cuerda de longitud igual a 8. Hallar la ecuación de 
esta circunferencia. 

1101. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa 
por los tres puntos №, (3; —1; —2), M2 (1: 1; —2) 
y Ma (4 3; 0). 

1102. Se dan dos esferas 

(к — т)? + (у — т)? + (2 — Ра) = Ri, 

(= — тз)? + (у — п) + @— роў = В, 
que se cortan por una circunferencia situada ев ча plano т. 
Demostrar que cualquier esfera que pase por la circun- 
ferencia de intersección de las esferas dadas y también 
el plano т, se pueden representar por una ecuación de la 
forma 

а е — т)? + (y — т)? + (E — p)? — ВИ -- 

+ B l(2— ља)? + (у — na)? + (6 — ра)? — Д = 0 
con una adecuada elección de los números a y В. 

1103. Hallar la ecuación del plano que pasa por la línea 
de intersección de las dos esferas: 

2042 -+ 00 + 3л — 2y +z — 5 = 0, 
афу 02 + 3у— 22 + 1 = 0. 

1104. Hallar la ecuación de la esfera que pasa рог el 

origen de coordenadas y por la circunferencia 
aty += 25, 
22—3y+5:—5=0. 

1105. Hallar la ecuación de la esfera que pasa por la 
circunferencia 

244204 3y—62—5=0, 
51+2y—2-3=0 
y por el punto А (2; —1; 1). 

1106. Hallar la ecuación de la esfera que pasa por las 
dos circunferencias: 

2212-25, 22 2-10, 
( б 


1107. Hallar la ecuación del plano tangente a la esfera 
a? + y! + 2% = 49 en el punto М; (6; —3; —2). 
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1108. Demostrar que el plano 
2z — бу + 3z — 49 = 0 
es tangente a la esfera 
а? -Ь у? -- 2% = 49. 
Calcular las coordenadas del punto de contacto. 
1109. Hallar los valores de a para los cuales el plano 
rt+y+z=a 
es tangente a la esfera 
а фу 0 = 12, 
1110. Hallar la ecuación del plano tangente a la esfora 
* (z — 3) + (у — 1}? + (2 + 2} = 24 
en el punto M, (—1; 3; 0). 
1001. El punto M, (жү; y1; 21) está en la esfera z? + 
+ 0° 4 2° =r’, Hallar la ecuación del plano tangente 
a esta esfera en el punto My. 
1112. Deducir la condición, según la cual ol plano 
Аг + Ву + Са 4+ 0 = 0 
es tangente а la esfera 
a +y tm Re 
1113. El punto М, (х1; y1; 21) está en la esfera 
(a+ (у — 0) + (6 ү)? <= г. 
Hallar la ecuación del plano tangente a esta esfera en el 
punto My. 
1114. Por los puntos de intersección de la recta 
æ= 3t — 5, у= 5 — 11, 2=-4+4+9 
y la esfera 
@ + 29 + (y — 1) + (z + 5} = 49 


se han trazado planos tangentes a esta esfera. Hallar sus 
ecuaciones. 


1115. Hallar las ecuaciones de los planos tangontes 


a la esfera 
> а + у +22 – 9 
paralelos al plano 
+ z + 2у — 22 + 15 = 0 
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1116. Hallar las ecuaciones de los plamos tangentes 
a la esfera 


(= — 3) + (у + 2 + (с 1) =25 
y paralelos al plano 
4z + 32 — 17 = 0. 


1117. Hallar las ecuaciones de los planos tangentes 
a la esfera 


а 4 y 422 — 107 + 2y + 262 — 113 = 0 


y paralelos a las rectas 


i =2 


„yizhi 
=i 


+1 0 
+= 


245 
E 
1118. Demostrar que se pueden trazar por la recta 


8: — 11у ~ 8: — 30 = 0, 
( 2—y-2=0 


dos planos tangentes a la esfera 
aye + 22 — бу + 4—15 = 0, 
y hallar sus ecuaciones. 
1119. Demostrar que no se puede trazar por la recta 
=p =y+3=2441 
un plano tangente a la esfera 
ay yy 2 — dr + 2у — 2 + 4 = 0. 
1120. Demostrar que por la recta 
=4+4 у= 341, 2=1+1 
se puede trazar solamente un plano tangente a la esfera 
+ y + 2 — 22 + бу + 2+8=0, 
y hallar su ecuación. 


$ 45. Forma vectorial de las ecuaciones del plano, 
de la recta y de la esfera 


En lo sucesivo, la notación М (r) significará que > es el radio 
vector del punto А 


1121. Hallar la ecuación del plano o, que pasa por el 
punto №, (ro) y cuyo vector normal es н. 
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Solución”). Supongamos que M (r) es un punto arbitrario. 
Este está situado оп el plano œ зї, y solamente si, el vector Ma M es per- 
peadicular a з. La condición de perpendicularidad de los vectores 
os la igualdad a cero de su producto escalar. Por lo tanto, MoM Ln 
si, y solamente si, 


MM -n=0, а) 


Exprosemos ahora ol vector MoM modianto los radios vectores 
de su estremo y su origon: 


MoM me r— ro. 
De aquí y de (1), obtoncmos: 
(r— ro) 0. [2] 


Esta es la forma vectorial de la ecuación del plano о, a la que satis- 
faco ol radio vector ғ del punto M si, y solamente si, ol punto M cstá 
situado on el plano æ [> es ol radio vector variable de la ecuación (2) }- 


1122. Demostrar que la ecuación n+ 2 delermina 
un plano perpendicular al vector ж. Escribir la ecuación 
de este plano en coordenadas, зі n = {4; В; С} 

1123. Dados el vector unitario мо y el número p>0, 
demostrar que la ecuación 


rno—p=0 

determina un plano perpendicular а] voctor n° y que р 
es la distancia del origen de coordenadas al plano. Es- 
cribir la ecuación do este plano en coordenadas, si el 
vector n? forma con los ejes coordenados los ángulos 
фуу. 

1124. Calcular la distancia d dol punto M,(») al 
plano rr0%—p=0. Hallar también la expresión de la 
distancia d en coordenadas, si 


в (ж; yu 2), 0 = (созо, cosp, cos y). 
1125, Sc dan dos puntos M,(»y) у АР. (2). Hallar la 
ecuación del plano que pasa por el punto M, y оз per- 


pondicular al vector M,M;. Escribir también la ecuación 
de oste plano en coordenadas, si 


эз = {жр и}, а {rsi Ya 22). 


1126. Hallar la ecuación del plano que pasa por el 
punto Mo(+o) y es paralelo a los vectores а; y аз. Escribir 


*) Los problemas 1121 y 1129 son csenciales para comprender 
bien los problemas de esto parágrafo. Sus soluciones so exponen en 
el texto. 
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también la ecuación de este plano en Coordenadas, si 
To= {Zoi Yo Zo}, а= (ls; Ma; т), 2 = laz тп»). 
1127, Hallar la ecuación del plano que pasa por los 
tres puntos Af, (r), Ma(ra) y М, (ә). Escribir también 
la ecuación de este plano en coordenadas, si 
а= {205и aj то (2 Yai Za} а (5 уз 23). 
1128. Hallar la ecuación del plano que pasa рог ol 
punto Mo (ro) y es perpendicular a los planos: 
rni +Dı=0, rnz+D,¿=0. 
Becribie también la ecuación de este plano еп coordena- 
аз, si 
To= (20: Yo; Zo), ш = (4; В; Сү}, n2¿=(Ag; Ba; Co). 
1129. Demostrar que la ecuación 
= м) а] =0 


determina una recta que pasa рог el punto М, (о) y es 
paralela al vector e, ез decir, que a esta ecuación satisface 
el radio vector » del punto M (r) si, y solamente si, el 
punto M está situado en la recta indicada. 


Domostración. Consideremos un punto arbitrario M ©}; 
Supongamos que r satisface а la ecuación dada; sogún la regla de іа 
sustracción de vectores ~ — э = MoM; como [(r — ro) al = 0, teno- 
mos que [Mo Ma} = 0; por lo tanto, el vector MM es colineal al 
vector æ. O sea, que el punto Af verdaderamente está situado en la 
recta que pasa por el punto Ме en dirección del vector а. Recíproca 
mente, supongamos quo el punto M está situado en esta recta, Entonces 
ММ ез colineal a а. Por lo tanto, (MoMa) = 0; pero MM = r — ro; 
de aquí que I(r — 7) а] = 0. O sea, que el radio vector > del 
М satisfaco a la ecuación dada si, y solamento зі, el punto M está 
situado en la recta dada (ғ es el radio vector variablo do la ecuación). 


1130. Demostrar que la ecuación 
[ra] = т. 
determina una recta paralela al vector «. 
1131. Demostrar que la ecuación paramétrica 
= гаі, 
en donde ? es un parámetro variable, determina una recta 


que pasa por el punto Mo(+p) (es decir, al variar £, el punto 
М (ғ) se mueve por la recta indicada). Escribir en coor- 
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denadas las ecuaciones canónicas de esta recta, si 
To= (Lo; Yo; Za}, a={l; m; п). 

1132. Una recta pasa рог dos puntos: М, (+1) у Ma (з). 
Hallar sus ecuaciones en la forma indicada en los problemas 
1129, 1130 y 1131. Р 

1133. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto 
Mi (+) y es perpendicular a la recta "== 4-а. Escribir 
también la ecuación de este plano en coordenadas, si 

m=k иж, a=( m; n}. 

1134. Hallar la ecuación del plano que pasa por cl punto 
`М„& (эъ) y es paralelo a las rectas [+] =s, [аз] = mg. 

1135. Hallar la ecuación del plano que pasa рог el punto 
М» (э) y es perpendicular a los planos 

rm+Di=0,  rn2+D¿=0. 

1136. Hallar la ecuación en forma paramétrica de una 
recta que pasa por el punto Mo (7%) y es perpendicular al 
plano +n +- 2 = 0. Escribir también las ecuaciones canónicas 
de esta recta en coordenadas, si 


Yo =(%0; Yo; Zo) п (4; В; С). 

1137. Hallar la ecuación en forma paramétrica de una 
recta que pasa por el punto Му (7) y es paralela а los 
planos т + 0; = 0, ктг 4 = 0. Escribir también las 
ecuaciones canónicas de esta recta en coordenadas, si 

To= (00; уо; 20). т = (41; В; Ci} {п = (45 Ba; Со). 

1138. Deducir la condición de pertenencia de la recta 
+=ry+at al plano rn -+D=0. Escribir también esta con- 
dición en coordenadas, si 


ro= {to Yoi 20), A=(l m;n}, п = (А; В; С). 


1139. Hallar la ocuación del plano que pasa por la recta 
"=7+ at y es paralelo a la recta 


[лаз = эн. 


1140. Deducir la condición рага que dos rectas 
atat у т= 0, Һа 
estén situadas ел un plano. 


r= 
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1141. Hallar el radio vector del punto de intersección 
de la recta == -at y el plano >» |-D=0. Calcular 
tambión las coordenadas xx, y, z del punto do intersección, si 

To= (ха: Yo; 20). @={т;п}, n=(4; В; С). 

1142. Hallar el radio vector de la proyección do М, (+) 
sobro el plano ra +D=0. Calcular también las coorde- 
nadas z, y, 2 de csta proyección, si 

m=(a yu a) n=(4;B;C). 

1143. Hallar el radio vector de la proyección del punto 
Mi, (+1) sobre la recta r=»y|-at. Calcular también las 
coordenadas x, y, z de esta proyección, si 

а= (03 ур а). vo=(Zo5 Yo Zoh a=(i m; n}. 

1144. Calcular Ја distancia d del punto №, (м1) а la 
recta = мо pat. Expresar también la distancia d en coor- 
denadas, 

эа = {ts yu 21), Ро (toi Yo; до), @={ m; п). 

1145, Calcular la distancia d más corta entro las dos 
rectas que se cruzan: 
+а4 у т=» ад. 

Expresar también esta distancia d сп coordenadas, si 
зу = {ща ah ra= {t2 Ya Zo} 
hi тут), а= (laz ma; та). 
1146. Demostrar que la ecuación 
(r= r) =R* 
detormina una esfera de radio R con centro en ol punto 
C (ro) (es decir, que a esta ecuación satisface el radio 
vector + del punto M si, y solamente si, el punto M está 
situado en la esfera indicada). 


1147. Hallar los radios vectores de los puntos de i 
sección de la recta 


er- 


r=at 
y la esfera 
r=. 
Calcular también las coordenadas de los puntos de inter- 
sección, si 
а={ m; n}. 
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1148. Hallar los radios vectores de [ов puntos do inter- 
sección de la recta 


> 


riat 
y la esfera 

(r= rn) = R. 
Calcular también las coordenadas de los puntos de inter- 
sección, si 

To= {00 Yoi Zo} а= (0; т; п). 
1149. El punto ЛУ, (+1) está situado еп la esfera 

(=)? = Re. 
Hallar la ecuación del plano tangente а esta esfera еп el 
punto M,. 

1150. Hallar la ecuación de la esfera con centro en el 
punto С (+4) y que es tangente al plano »m.-+D=0. Escri- 
bir también la ecuación de esta esfera en coordenadas, si 

m=(e yo 2), а= (4; B; С). 
1151. Hallar las ecuaciones de los planos que son tan- 
gentes a la esfera 
„з=н. 
y son paralelos al plano 
rn+D=0. 
Escribir también las ecuaciones de estos planos en соог- 


denadas, si 
n=(A; В; С}. 
1152. Por el punto do intersección de la recta 
r=w"+at 
y la esfera 
(и) = е 
se han trazado planos tangentes a esta esfera. Hallar sus 
ecuaciones. 


Escribir tambión las ecuaciones do estos planos en coor- 
denadas, si 


To= {205 Yoi 2), a= (l; m; n}. 


$ 46. Superficies de segundo orden (cuádricas) 


Se llama elipsoide a la superficie que en ип sistema cartesiano 
de coordenadas rectangulares apropiado se determina por la ecuación 


аа 4. “ 
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La ecuación (1) so Пата ecuación canónica del elipsoide. Las can- 
tidades а, b, с son los semiojes del olipsoide (fig. 44). Si todos ellos 
son diferentes, el elipsoide se llama esculeno; cuando dos de ollos son 
iguales, el elipsoide es una suporficie de rovolución, Si, por ejemplo, 
a = b, ol eje de revolución es Oz. Si а = ò < с el elipsoide do rev 
lución so llama alargado, y si а = b > с se llama achatado o csforoi- 
de, Cuando а = 5 = c el olipsoide representa una esfera, 


Fig. 47. 


So llaman hiperboloidos а las superficies que en un sistema car- 
tosiano do coordenadas rectangulares apropiado se delerminan por 
las ecuaciones: 


Poe а 
з a 2 
HA o 


El hiperboloide determinado A la ecuación (2) se Пата ћірег- 
holoide de una, hoja, (fig. 48); ol hiperboloide determinado por la 
ecuación (3) se llama hiperboloide de dos hojas (fig. 49); las ecuaciones 
(2) y (3) so llaman ecuaciones canônicas do los hiperboloides corros- 
pondientes. Las cantidades a, b. e е llaman semiejes dol hiperboloido. 
п la figura 48, para el caso del hiperboloide de una hoja, están re- 
presentados solamonte dos de ellos (a y 2). En la figure 49, para ol 
caso del hiperboloide de dos hojas, está representado solamente uno 
de ellos (precisamente с). Si а = b, los hiperboloides determinados 
por las peuaciones (2) y (3) ор superficies de revolución; 
So llaman paraboloides a las suporficies que en un sistema carte- 
siano do coordenadas roctangulares apropiado se determinan por 
las ecuaciones: 


2 y 
FG 2 0] 
2 y 

$-a a 


en donde р y q son números positivos llamados parámetros del para- 
oloido. 

El paraboloide detorminado por la ecuación (4) зо llama paraboloi- 
do elíptico (fig. 50); el paraboloide dotorminado por la ecuación (5) 
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so Пата para bo vide hiperbólico (fig. 51). Las ecuaciones (4) y (5) 
llaman ecuaciones canónicas de los paraboloides correspondientes. 
Si p == q, el parabolvide determinado por la ecuación (4) es una ви- 
perficio de rovolución (en torno de Ог). 
Consideromos ahora una transformación del espacio, llamada di- 
latación uniforme (o contracción uniforme). 
“Tomemos un plano arbitrario е indiquémoslo con la letra œ. 
Sea q un número positivo. Supongamos que M os un punto arbitrario 


ГА 
и 


M 


Fig. 52. 


del espacio, situado fuera del plano с, y que Mo ев la base de la per- 
pendicular bajada del punto M al plano œ. Traslademos ol punto M, 
por la recta MMgo, a una nueva posición M’, de manera que se veri- 
ique la igualda 


MoM’ =4-М,М 


y quo ol punto, en la nueva posición, esté al mismo lado del plano а 
фп que se encontraba antes (fig. 52). Hagamos lo mismo соп todos 
los puntos del espacio situados fuera del plano a; los puntos situados 
оп el plano a los dejamos en su sitio. Do este modo, todos los puntos 
del espacio, menos Jos que están situados en el plano a, cambian de 
posición; la distancia de cade punto al plano æ so altera сп una canti- 
dad do veces determinada, que es común para todos los puntos, El 
traslado de los puntos dol espacio, efectuado de la manera descrita, во 
Пата contracción uniforme hacia el plano a (o dilatación); el númo- 
ro q ез el coeficiente de contracción (o de dilatación). 

Supongamos que se ha dado una superficie F: los puntos que la 
componen se trasladan, como resultado de la contracción, y сп sus 
nuevas posiciones forman una superficie Р”, Diremos que Ја super- 
ficio Р” ве ha obtenido de la superficie F como resultado de una con- 
tracción (o dilatución) uniforme del espacio. Resulta que muchas 
superficies de egundo orden (todas menos el paraboloido hiperbó- 
lico) se pueden obtener do las superficies de revolución mediante una 
contracción uniformo del espacio. 

Ejemplo. Demostrar que пп elipsoide escaleno arbitrario 


A y, 


aa 
se puede obtener de la esfera 
PE ез 


como resultado de dos contracciones uniformes consecutivas del espacio 
hacia los planos coordenados; hacia el plano Оху con el coeficiente de 


216 


contracción q = È y hacia el plano Ozz con el coeficiente de con- 
tracción 4 = $. 

Demostración. Supongamos que se efectúa una contrac- 
ción uniforme del espacio hacia el plano Огу con el coeficiente ъ= 


y quo M’ (27; y”; 2) es el punto al quo se traslada el punto M (z; y; 2). 
Expresemos 1ав coordenadas z’, y”, 2 del punto АГ mediante las 
coordenadas z, y, z del punto M. Como le rectu MM’ es perpendicular 
al plano Огу, tenemos que z' == z, y' = y. Por otra parto, como la 
distancia del punto M' al plano Огу es igual a la distancia del punto 


М а oste plano, multi 


icada por ol número q = + tendremos que 
= he De este modo, hallamos las expresiones buscados: 


z'er, 


(0) 


AS (7) 
Supongamos que M (=, y; 2) es un punto arbitrario de la esfera 
Paya, 


Sustituyendo aquí z, y, = por sus expresiones (7), tendremos: 


de donde 


[7 
А ; 2) está en el elipsoido do revolución, 


Análogomenic, efectuando mia contracción del espacio hacia el plano 
Oxz mediante las fórmulas 


, т 26:04, А т 

аат, yagi шг, 
obtenemos un elipsoide escaleno, preeisomente aquél cuya ecuación 
se da en el enunciado del problema, 

Soñalomos también, que el hiperboloide de ипи hoja y el para- 
holvide hiperbólico son superficies regladas, es decir, se componen 
do rectas; estas rectas se Патан generatrices de dichas superficies, 

El biporboloido do una hoja 

A ИК... 
are a 


tiene dos sistemas de generatrices que se determinan por las ecuaciones: 
(o) fal). 
lee. lefel), 
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en donde а y $ son unos números no simultáncamente iguales a cero. 
El paraboloide hiberbólico 


tambión tiene dos sistemas de generatrices que so doterminan por las 
ecuaciones: 


A ll 
e P (С) 


So lama superficie cónica o cono a la superficie engendrada por 
una recta (genoratriz) que se mueve de manera que pasa siempre por 
un punto fo S y por una Iinea determinada L. El punto 5 а> flama 
vértico del cono y la línea Z directriz, 

Se llama superficie cilíndrica o cilindro a la generada por una 
recta (generatriz) que se muevo de manera quo so mantiene siompre 
en dirección constante y pasa por una línea detorminada L (directriz). 


1153. Verificar que la línea de intersección del plano 
z—2=0 y el elipsoide 


ТГВ 
чє Кт ^1 


es una elipse; hallar sus semiejes у sus vértices. 
1154. Verificar que la línea de intersección del plano 
24-1=0 y el hiperboloide de una hoja 
а p а 
z- etri 
es una hipérbola; hallar sus semiejes y sus vértices. 
1155. Verificar que la línea de intersección del plano 
y+8=0 у el paraboloide hiperbólico 
а за 
LS 
es una parábola; hallar su parámetro y el vértice. 

1156. Hallar las ecuaciones de las proyecciones sobre 
los planos coordenados do la intersección del paraboloide 
elíptico 

у= 


y el plano 
ж-„2у—=0. 


218 


1157. Averiguar qué línea se forma en la intersección 
del elipsoide UA 
2, 9,2 
К жасы 
con el plano М 
2z— 3y +4z—11=0, 
y hallar su centro. 


1158, Averiguar qué línea se forma en la intersección 
del paraboloide hiperbólico 


2 2 
кы к 


con el plano 
31—3y+42-4+2=0, 


y hallar su centro. 
1159. Averiguar qué líneas se determinan por las ecua- 
ciones siguientes: 


58: da 
М 0-2, 
32—у4-8:—14=0; 


жб: 9. 
j 28 
2—2у4+2=0; 


a | iiime 
92—6у + 2:—28=0, 


y hallar el centro de cada una de ellas. 
1160. Hallar los valores de т рага los cuales la inter- 
sección del plano z4+mz—1=0 соп el hiperboloide de dos 
ojas 
Pon 1 
sea: a) una elipse, b) una hipérbola. 

1161. Hallar los valores de m para los cuales la intersec- 
ción del plano z+my—2=0 con el paraboloide elíptico 
a 2 
F+F=Y 

sea: a) una elipse, Б) una parábola. 
162. Demostrar, que el paraboloide elíptico 


“ж 
TtT 
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tiene un punto común con el plano 
21 —2y—2—10=0 
y hallar sus coordenadas. 
4163. Demostrar quo el hiperbolojde de dos hojas 
s Y 


3 F 4 25 
tiono un punto común con el plano 
5х-1-2:--5=0 

y hallar sus coordenadas. 


1164. Demostrar quo el elipsoide 
г + i + у=! 
tiene un punto común con el plano 
4z—3y+ 1282—54 =0 
y hallar sus coordenadas. 
1165. Hallar el valor de m para que el plano 
—2y—24+m=0 
sea tangente al elipsoide 
з у a 
тат! 
1166. Hallar la ecuación del plano que es perpendicular 
а] vector n {2; — 1; —2) y tangente al paraboloide elíptico 
CAPE ДЕҢ 
3 4 á 
1167. Trazar los planos tangentes al elipsoido 
4224-4642: 822=1 
que son paralelos al plano 
z—2y 6224-17 0 


y calcular la distancia entre los planos hallados. 
1168. El cocficiente de coacción uniforme del espacio 


hacia el plano Oyz es igual a 2. Hallar la ecuación de la 
superficie en que se Кеней la esfera 
а-у 2 =25 


mediante esta contracción. 
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1169. Hallar la ecuación de la superficie ел que зо trans- 
forma el elipsoide 
а 


28 y 
Г-и жаш 


al efectuar tros contracciones uniformes consecutivas del 
espacio hacia los planos coordenados, si el cocficionte de 
contracción hacia el plano Ozy es igual a 2, hacia ol 
plano Ozz es igual а 4 y hacia el plano Oyz es igual a 2. 

1170. Determinar los coeficientes q, y 9: de dos соп- 
traccionos uniformes consecutivas del espacio hacia los 
planos Оху у Ozz, que transforman la esfera 


аа руа 25 
en el elipsoide 
a y 


# 
Dreri t 


1171. ПаПаг la ecuación de la superficie engendrada por 


rotación de la eclipse 
а а 
(Bras 


2=0 
en torno del eje Oy. 


Solución”). Supongamos que M (z; у; z) es un punto ar- 
bitrario del espacio y que С es el pie de la porpendicular bajada del 
punto M al eje Оу (fig. 53). El punto M se puedo trasladar al plano 
Oyz mediante una rotación do csta perpendicular alrodedor del eje 
Oy; designemos este punto en dicha situación рос Л (0; Y; 2). Como 
СМ = СМ y СМ = VA FE, СМ = |Z |, tendremos que 


121= Уға. W 


Es ovidente, además, que 


Y=y. (2) 


El punto M está situado on la superficie do revolución considerada 
si, y solamente sí, el punto Д cstá on la elipse dada, es decir, зі 


ye 23 
ж” 


(8) 


*) La resolución del problema 1171 es típica en este caso. 


teniendo on cuenta las igualdades (1) y (2), hallamos la ecuación para 
las coordonadas del punto M: 


=1. 4) 


De lo anteriormente expuesto se deduco qe esta ecuación se 
satisface si, y solamente si, cl punto M está en la superficie de revo- 


lución considerada. Рог lo tanto, la ecuación (4) es la ecuación bus- 
cada de este superficio. 


1172. Hallar la ecuación de la superficie engendrada 
por la rotación de Ја elipse 


з y 
| Iti 
2=0 

alrededor del ojo Oz. 


1173. Hallar la ecuación de la superficie engendrada рог 
la rotación de la hipórbola 


a 12 4 
sat 


y=0 
alrodedor del eje Oz. 


1174. Demostrar que el elipsoide escaleno detorminado 
por la ecuación 


з pa 
анта 
se puede obtener como resultado de una rotación de la elipse 
2, yt 
at =h 
2=0 


alrededor del eje Ox y una sucesiva contracción uniforme 
del espacio hacia el plano Оту. 
1175. Demostrar que el hiperboloide de una hoja, deter- 
minado por la ecuación 
22 уз a 
ata ast 


sc puede obtener por rotación de la hipérbola 


a a 
{ + a 


y=0 
en torno del eje Oz y una sucesiva contracción uniforme 
del espacio hacia el plano Ozz. 
1176. Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, deter- 
minado por la ecuación 
a y a 
а= —1, 


se puede obtener por rotación de la hipérbola 


н: 
9-5-1 
y=0 


en torno de eje Oz y una sucesiva contracción uniforme 
del espacio hacia el plano Ozz. 

1177. Demostrar que el paraboloide elíptico, determi- 
nado por la ecuación 

аа а 
+ =? 
se puede obtener por rotación de la parábola 
2*= 2pz, 
y=0 
en torno del eje Oz y una sucesiva contracción uniforme 
del espacio hacia ol plano Ozz. 

1178. Hallar la ecuación de la superficie generada por el 
movimiento de una parábola que se mantiene siempre en 
un plano perpendicular al eje Oy, si el eje de la parábola 
no cambia de dirección y su vértice resbala por otra pará- 
bola dada por la ecuación 


y= 242, 
z=0. 
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La parábola que se mueve Иепе, en una de sus posiciones, 
la ecuación 


1179. Demostrar que la ecuación 


2=10 
determina un paraboloide hiporbólico. 

1180. Hallar los puntos de intersección de la superficie 
y la recta: 
30—42 2+2, 
Е л В 


a +37 +7 


Ю tror У 
д 
9 pty У ; 
> 
a. y 


1181. Demostrar que Jas intersecciones del plano 


21 —12y—24+16=0 
con el paraboloide hiperbólico 
22—40 = 22 
son generatrices de éste. Hallar las ecuaciones de estas 


generatrices. 
1182. Demostrar que las intersecciones del plano 


42 —5y—102—20=0 
con el hiperboloide de una hoja 


i НИ 
art 


son generatrices de éste. Hallar las ecuaciones de estas 
generatrices. 

1183. Una vez comprobado que el punto M (1; 
está situado en el paraboloide hiperbólico 


412—2 =y, 


hallar las ecuaciones de sus generalrices que pasan рог cl 
punto M. 


=å} 
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1184. Hallar las ecuaciones de las generatrices del 
hiperboloide de una hoja 


nos 
+ do 
que son paralelas al plano 
6x + 4y+32—17=0. 
1185. Una vez comprobado que el punto А (— 2; 0; 1) 
está situado en el paraboloide hiperbólico 
a y 
ZA 
determinar el ángulo agudo formado por sus generatrices 
que pasan рог el punto А. 
1186. Hallar la ecuación del cono cuyo vértice está 


en el origen de coordenadas, si se dan las ecuaciones de su 
directriz; 


2 a 2 2 
A a 
2=(C; 


y=b; 


1187. Demostrar que la ecuación 
#=ху 


dotermina un cono con el vértice en el origen de coordenadas. 
1188. Hallar la ecuación del cono que tiene el vórtice on 
el origen de coordenadas, si las ecuaciones de la directriz son 


( 2—2:41=0, 
y—241=0. 


1189. Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice 
en el punto (0; 0; с), зї las ecuaciones de la directriz son 


ey 
[Fs 


z=0. 


1190. Hallar la ecuación del cono cuyo vértico está en 
el punto (3; —1; —2), si las ecuaciones de la directriz son 


+yz, 
z—y+2=0. 
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1191. El eje Оз es el eje de un cono circular que tiene el 
vértico en el origen de coordenadas; el punto M, (3; —4; 7) 
ostá situado en su superficie. Hallar la ecuación de este cono. 

1192. El ejo Oy es el eje de un cono circular que tiene el 
vértice en el origen de coordenadas; sus generatrices forman 
un ángulo de 60° conel eje Oy. Hallar la ecuación de este cono. 

1193. La recta 


2—2 


и 


es el eje de un cono circular cuyo vértice está situado еп ol 
plano Oyz. Hallar la ecuación de este cono, si se sabe que el 


punto М, (4; 1; —2) está situado en su superficie. 
2 


1194. Hallar la ecuación del cono circular, si los ejes de 
coordenadas son generatrices de él. 

1195. Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice 
en el punto S (5; 0; 0), si las generatrices son tangentes 


a la esfera 
P+yr=0 


1196. Hallar la ecuación del cono que tiene el vértico en 
el origon de coordenadas, si las generatrices son tangentes 
a la esfera 

(к + 2} + (у — 1) + (6— 3) = 9. 

1197. Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice 
en el punto 5 (3; 0; —1), si sus generatrices son tangentes 
al elipsoido 


2+1 
=2 A 


1198. Hallar la ecuación del cilindro cuyas goneratrices 
son paralelas al vector ¿=(2; — 3; 4), ві las ocuaciones de 
la directriz son 


1+0=9, 
аа 


1199. Hallar la ecuación del cilindro, si se dan las 
ecuaciones de la directriz 


P—y=z, 
=+у+2=0 
у las genoratrices son perpendiculares al plano de la directriz. 
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1200. Las generatrices de un cilindro circunscrito en la 
esfera 
Pr 4 
son perpendiculares al plano 
= + у — 22 — 5 = 0. 
Hallar la ecuación de este cilindro. 
1201. Las generatrices de un cilindro circunscrito en la 


esfera 
+ + 22 2r + hy + 223 = 
son paralelas а la recta 
z= 2t— 3, y= —t +7, 2=-—2+ 5. 
Hallar la ecuación de este cilindro. 
1202. Hallar la ecuación de un cilindro circular que 
pasa por el punto S (2; —1; 1), si la recta 
2=3 +1 y= 2—2, 1=t+2, 
es el ejo del mismo. 
1203. Hallar la ecuación del cilindro circunscrito en las 
dos esferas: 
(& — 2)# + (у — 1} 4 22 = 25, z? + у? 4 4% 25, 


45+ 227 


APENDICE 


ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LOS DETERMINANTES 


$ 1. Determinantes de segundo orden y sistema de dos 
ecuaciones de primer grado con dos incógnitas 


Supongamos que se ha dado un cuadro do cuatro números az, az, 


di, das б 
(а) o 


El número аф» — agb, se lama determinante de segundo orden co- 
rrespondíonte al cuadro (1). Esto detorminanto se designa con la 


р 
notación |°! 21|; por consiguiente, tenemos: 


az bz 


|+. a 


Los números ay, аз, bi, bz se laman olomentos dol doterminanto, 

So dico que los olomentos a, b están еп la diagonal principal del 

determinante у que az, b, están en su diagonal secundaria. О ғои, que 

el determinante de segundo orden es igual a la diferencia de los pro- 

duetos de los elementos situados en las diagonales principal у secun- 
aria. 

Por ejemplo, 


—3 2 

—1 4 
tema de dos ecuaciones 

az+ biy =h, < 

dal Ж 

con dos incógnitas z, y. (Se supone que зе han dado los cooficiontes 

an by, as, ba y los términos indepondientes hy, йз.) Hagamos las nota- 

clones 
а ы мою ah 

+ Ay= è 4) 

а de ho bal? |. м 9 

El determinante А, formado por los cooficientes de las incógnitas dol 


sistema (3), se llama determinante do cste sistema. El detorminante 
A, se forma sustituyendo los elemontos de la primera columna del 


[3:40:22 —10. 


Consideremos un 


A= ‚ ъ= 
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determinante A por lus términos independientes del sistema (3): 
el doterminanto A, se obtieno del determinante А, sustituyendo los 
olementos de su segunda columna por los términos independientes 
dol sistema (3). 
Si A 40, ol sistoma (3) tiono solución única; las fórmulas para 
hallar esta solución son 
Ay 


de y P 
ЕУ EA (5) 

Si A = 0 y si al menos uno de los determinantes А„, A, es dife- 
rento de cero, el sistema (3) no tione ninguna solución (so dice que 
el sistema es incompatiblo) 

Si A = 0 y también A, = Ay = 0, el sistema (3) tiene infinidad 
do soluciones (еп este caso, una du las ecuacionos del sistema es con- 
secuencia do la otra). 

Supongamos que en las ecuaciones del sistoma (3) №, = ha = 0; 
ontonces, el sistema (3) es de la forma: 

ar +by=0, 
{ ant + bay =0. © 

El sistema de ecuaciones do la forma (6) se Пата homogéneo; 
езе sistema siempro tiene solución пша: z == 0, у = #0, 


‚ Si 
esta solución es única; pero, si А = 0, adomás de la solución пша, 
el sistema (6) tieno infinidad do soluciones. 


1204. Calcular los determinantes: 


|-1 4| 238 —4| 3)13 6 
-5 3: |, 2l |; 10 
4) |3 16] 59 ја 4[ ошар 
5 10)” la al” a a)’ 
7) |а+1 be 8) [сово —sen о 


а Һа ab—ac sena cosa 


1205. Resolver las ecuaciones: 


1) h т—4 2) и 4 |-% 

1 4 3z 24-22 j 

Dl z 241 4 [32 —4] a. 

[Ё- | z | 
5) [е0 —5| Ө) аа -4 
toi” 1-2 242 

7) [4senx 1 8) |cos8z —sen 5r 

| 1 созт sen 8: соз 5л 
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1206. Resolver las inecuaciones: 


1) [37 —3 E 2) |1 2+5 ыу 
2 z 
3) |22—2 Я 4) jz 3e 
ya al> а 2 <= 14 


1207. Hallar todas las soluciones de cada uno de los 
sistemas de ecuaciones siguientes: 


1) ( 3x—5y=13, 2) es 3) (Ea 
22 4-7у = 81; 3r + 4у = 18; 47 —6у= 5; 
25 2—-yV3=1, 5 far+ly=c, 
Bi l èz—ay =d; 
) { sV5—5y=V5, 
{ a—yV5=5. 
1208. Determinar los valores de а y 0 para que el 


sistema de ecuaciones 
{ 3x—a 


1) tenga solución única; 
2) no tenga solución; 
3) tenga infinidad de soluciones. 
1209. Determinar el valor de a para que el sistema de 
ecuaciones homogéneas 
137 + 2y=0, 
{ 5: +ау=0 


admita solución no mula. 


$ 2. Sistema de dos ecuaciones homogéneas de primer 
grado con tres incógnitas 


Supongamos que se Па dado un sistema de dos ecuaciones homo- 
géneas 
{ аху e 
аза + bay + ср =0 
con tres incógnitas z, y, z. Hagamos las notaciones: 
a b 
а bal” 


ч) 


' э 
меа ab eola a 
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Si, por lo menos, uno de los determinantes Ay, Аз, Аз no es igual а 
coro, todas las soluciones del sistema (1) se determinan por las fórmulas 
z=Ag, у= Ау, 2=Agt, 
оп donde £ es un número arbitrario. Cada valor до ғ nos proporciona 

una solución particular. 

Para hacer el cálculo, es conveniente tener өп cuenta que los do- 
terminantos Ay, Az, Аз se obtienen eliminando sucesivamonto una de 
las columnas del cuadro: 

(a. 
аз bz е 


Si los tres determinantes As, Az, А» son iguales а cero, los coeficientes 
de las ecuaciones del sistema чу son proporcionales. En este caso, 
una do las ecuaciones del sistema es consecuencia do la otra, у en 
realidad el sistema se reduco a una ecuación, Claro, que; tal sistema, 
tione infinidad ciones; para obtener alguna de ellas оз necesa: 
He dar a dos добы valore numéricos arbitrarios Y halles la Ve 
cera medianto la ecuación. 


1210. Hallar todas las soluciones de cada uno de los 
sistemas de las ecuaciones siguientes: 


Ит 2) [ 3®—2у--:=0, 
z-2y—32= ena 


2—3y+2=0, aq 
22-9 +32=0; 
3r—2y+2=0, ol 


5) 
24+ 2у — 32= 


32—5y + 22=0; 


9) 


10) { 
11) z—3y+az 


2 
0; de +by—2=0. 


f 
( 
q eri 8) 
а 
( 


$ 3. Determinantes de tercer orden 


Supongamos quo so ha dado un cuadro de nueve números as, аз, 


аз, бу, ба бз Op Ca, ©з 
а bi e 
(= bz а). (0) 
аз ӧз сз 


Se llama dotorminanto de tercer orden, correspondiente al cnadro 
(1), al número que so designa con la notación 

a boa 

аз bz ca 

аз ӧз сз 
у que ве define por la igualdad 
а bi а 
вз bz og 
аз bs с 
Los números ay, аз, аз, Ds, Ba, ba, сү, Cz, сз Se Патап clementos dol do- 
terminanto. Los elementos as, da, ез están situados en la diagonal del 
«lotorminante, llamada principal; los elementos аз, da, c forman 
la diagonal secundaria. Para el cálculo convieno tener en cuenta, que 
los primeros tros sumandos del segundo miembro de la igualdad (2) ro- 
presentan productos de los clementos del determinanto, tomados tros 


а Lres, así como so indica con rayas do trazos on el esquema de la 
izquierda que so expone a continuación. 


= 21bg03 + biezas + 0102b3 —сірзаз — byazcz—ayogbz. (2) 


% 


Para obtoner los otros tres términos del segundo miembro de 
la igualdad (2) es necesario multiplicar tres a tres los elementos dol 
determinante, como so indica con rayas de trazos en el esquema do la 
derecha, después de lo cual so deben de cambiar los signos a los pro- 
ductos obtenidos. 


Calcular el determinante de tercer orden en los ejercicios 
1211 —1216. 


1211. 3 —2 1 1212.12 0 


—2 1 3 01 3j. 
2 0-2 50 —t 
1213.12 0 5 1214. 2-13 
4 3816). —2 32|. 
0 —1 40 0 25 


1215.21 0 1216. [0 a a 
10 3j. ada 
05 —1 айа 0 


$ 4. Propiedades de los determinantes 


Propiedad 4. El valor de un determinante no varía, si 


so cambian todas sus filas por sus columnas, es decir, si cada fila 
so cambia por la columna del mismo orden, o sea 

a, by cs) |а аг аз 

az ba || bz bs 

аз bs су с ев е 


Propiedad 2, La permutación do dos columnas о de dos 
filas de un determinante es equivalento а su multiplicación por —1. 
Por ejemplo, 


a bie а а Ы 
аз ba ез|=—|аз cz |. 
аз ba сз аз c3 b3 


Propiedad 3. Un determinante que tione dos columnas о 
dos filas idénticas es nulo. 

Propiedad 4. La multiplicación de todos los olemontos de 
nna columna o de una fila do un determinante por un número cual- 
quiera le es equivalente a la multiplicación del determinante por este 
número %. Por ejemplo, 


kay Ы а а ы а 
Каз bz co[=k|ag bz са |. 
каз ba ез азу by оз 


Propiodad 5. Si todos los elementos do una columna o do 
una fila son iguales а cero, el mismo determinante será igual a coro. 
коней constituye un caso particular de la anterior (para 


Propiodad 6. Si los elementos correspondientes de dos co- 
lumnas o de dos filas do un determinante son proporcionales, ol deter- 
minante es nulo, 

Propiedad 7. Si cada elemento de la n-ésima columna o de 
la n-ésima fila de un determinante representa una suma de dos suman- 
dos, el determinante se puede descomponer en una suma de dos delor- 
mínantes; los elementos de la n-ésima columna, o 105 correspondientes 
de Ја n-ésima fila, de uno de estos determinantes, son iguales a los 
primeros sumandos citados y los del otro determinante, son iguales 
а los segundos sumandos; los clementos situados on los domás lugares 
son los mismos para Jos tres determinantes. Por ejemplo, 


ata b ej ja br e| |а а а 
aitai be |а de о |а; 
agta bs el laz bs cal la 


ba cz 
ba еу 
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Propiedad 8. Sia los elementos de una columna (o de una 
Ша) se les suman los elementos correspondientes de otra columna 
(о de otra fila), multiplicados por un factor cualquiera, ol determinan- 
te no varía. Por ejemplo. 


a+ kby by с а br el 
az+kbz by cz|=|az bz cl. 
аз КЫз bs cs| laz dy ез 


Las propiedades ulteriores de los determinantes están relaciona- 
das con los conceptos do complemento algebraico y menor. 

Se Пата menor de un elemento al determínanto que rosulta si 
en ol determinante dado se suprimen la columma y la fila en cuya 
intersección está situado ese elemento. 


El complomento algebraico de un elemento del determinanto es 
igual al menor de este elemento, tomado con su mismo signo, ві la 
suma de los números de orden de la columna y de la fila, оп cuya 
intersección está situado ese elemento, es un número par, y con signo 
contrario, si este número es impar. 

El cmplomento algebraico do un clemento lo indicaremos con 
la misma letra, pero mayúscula, y con el mismo Índice que tiono la 
Jetra quo designa dicho elemento. 


Propiedad 9. El determinante 
aq bc 
оз бз сз 


es igual а la suma de los productos do los elementos de cualquier со- 
Jumna (o fila) por sus complementos algebraicos. 
Es docir, se verifican las igualdades siguientes: 


А = аааз. A= aA, ЫВ: С 
А= 6145583085, А аза + haa 4-одСь 
А= 0, HeC +С А = азАу+ baBg+ eCa. 
En los problemas 1247 — 1222 hay que demostrar que 


se verifican las igualdades, sin desarrollar para eso los 
determinantes. 


A 


1217. 3241 32 T 
—2 3 2|=|—2 3 —2 
453 45 11 
Obsorvación, Aplicar la propiedad 8. 
1218. 1-2 3 1. Q g 
—2 1 —5|=|—2 —3 Al. 
3.2 7 з 8-2 


Observación. Aplicar la propiedad 8. 
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1219. [а UN a 
az ba с 
а-аа dy 4 aba c+ ace 


Observación. Aplicar las propiedades 7, 3, 6. 


1220. [Bb + үс bi с 
Bhat үс da с 
В+ тсз bs с; 


Observación. Aplicar las propiedados 7 y 6. 


=0. 


1221. [senta costa соѕ 20 
sen*B соз В соз2р 
веп? р соз? р cos 2y 
1222. |0 —a —b 
a 0—с 
ье 0 


=0. 


En los problemas 1223—1227 hay que calcular los 
determinantes, aplicando solamente la propiedad 9. 


1223. 1 1-1 1224. 117 -7 
1-1 1. 143 4j. 
=A 4 4 174 
1225.12 0 5 1226. > % җҖ 
1 346|. -2 1-3. 
0 —1 10 3=4 2 
1227. [1 4 1 
se Els. 
аа уа 22 


1228. Aplicando la propiedad 8, transformar los deter- 
minantes dados en los problemas 1223—4227 de modo 
que en alguna columna (o fila) se conviertan en cero dos de 
los elementos, у, después, calcular cada uno de los deter- 
minantes aplicando la propiedad 9. 
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Еп los problemas 1229—1232 hay que calcular 
determinantes, 


1229. |0 a b 1230. 0 senga ctga 
alaj. seng 0 senal. 
bad ctga sena 0 

1231. |z y z 1232. ja b c 
а? р 2. cab). 

2 у bca 


1233. Demostrar que se verifican las igualdades: 


1) |1 sena senta 6 B) (sen $ › 
== (sen ос — sen f) (зеп В — sen y) x 
1 sonĝ sen*f x (son y — sen a): 
1 sen y sen? y 
2) |1 1 1 a 
son (а —В) son sen ) 
ma ap tey аас 


1234. Resolver las ecuaciones: 


DU 3 2 21 3 2 —4 
4 5—1|=0; îi si 
2-1 5 +10 1 
1235. Resolver las inecuaciones: 
91 3—2 1 йай —1 
1 2-2<t 1 4 —2L>0. 
=1 2-1 5-3 z 


$ 5. Resolución y discusión de un sistema de tres 
ecuaciones de primer grado con tres incógnitas 


Consideremos un sistema do ecuaciones 
a+ bo s=hp, 
032 + day + c22= ha, 
32 + bay + езг =h3 


los 


(1) 


con tres incógnitas z, y, 2 (se suponen dados los coeficientes as, bi, .. . 


~.» ca y los términos indepondiontes hy, А, ha). 
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Hagamos las nolaciones: 


а ъа By ыле а hy cg 
A=|ag bz col, Ae=|he ba cal, Ауаз hz cel, 
аз ba оз ha dy сз аз hy cg 

а bs hj 
Az=|az 5 hej|. 
az bs hs 


El determinante A, formado por los coeficientes de las incóg- 
nitas del sistema (1), se Пата detorminante del sistema dado. 

Es conveniente tener presento que los determinantes Ay, Ay, Az 
se obtienen del determinante A, cambiando respectivamento la pri- 
incra, segunda y tercera columna por la columna do los términos inde- 
pondientes del sistema dado. 


Si A у 0 el sistema (1) tiene solución única, la cual se halla 
por las fórmulas 


Ay Az 
y ‚ = 

Supongamos quo el determinante del sistema es igual a cero: 
А = 0. Si А == 0, у por lo menos uno de los determinantes Ay, 
Ay» Az ез diforento de сего, el sistema (1) no tiene solución alguna. 

Si Д = 0 y, a la voz, А. = 0, Ay = 0, Az el sistema (1) 
también puedo no toner soluciones; pero, si el sistema (1) cuenta, en 
estas condiciones, por lo menos con una solución, tendrá entonces 
infinidad do soluciones diferentes. 

Se Пата sistema do tres ecuaciones homogéneas de primer grado 
con tres incóguitas al sistema de la forma; 


| ауу test, 


азу 022—0, B 
asa day Hog=0, 

os decir, al sistema de ecuaciones cuyos términos independientes son 

iguales a cero. Ез evidente que tal sistema siempre Иепо la solución: 


= Ô y so d! е es nula, Si A O, ésta es la única 
»mogóneo (2) tiene infinidad do solu- 


o i А = 0, ol sistem: 
ciones no nulas. 


Verificar en los problemas 1236 — 1243, que el sistema 
de ecuaciones tiene soluce: única y hallarla. 

1236. 1237. (24+2y+ 
3=—5у--32=4, 


y+z=x=7. 22 +7у—2 
1288. ү 22 —4у +92 1239. [252 +у=5, 

72 4-3у — 62 21 32= 16, 

7х --9у — 92 5у—2= 10. 
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2 —32=-—17 51—3y+22=15, 
107—11y+-52=38. 


z—y+z=a, 


1240. [atan 1241. Гата 


1242. 


1244 
1245 


1246. Hallar todas las solucionos del sistema 
Bx—y+2=5, 
22—у—2=2, 
42—2у—22= —3. 


1247. Determinar los valores de а у b рага que el 
sistema 


3e—2Yy+2=b, 
l 5х —8у + 9:=3, 
22у фаг= —1 


1) tenga solución única; 

2) no tenga solución; 

3) tenga infinidad de soluciones. 

1248. Demostrar que si el sistoma de ecuaciones 
ах у= с, 
ах + bay =c 
am | biy = са 
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és compatible, se verifica la igualdad 
айс 
аз Dz Ca 
аз by сз 
1249. Hallar todas las soluciones del sistema 


| 22+ у—=0, 


=0. 


2+2y+2=0, 
22—y+32=0. 
1250. Hallar todas las soluciones del sistema 
—y—z=0, 
fiz +2=0, 
Эг-ЕТу--3:=0. 


1254. Determinar el valor de а рага que el sistema 
de ecuaciones homogéneas 


3x—2y+2=0, 
ах — 14у + 152=0, 
2+2y—32=0 


tonga solución no nula. 


$ 6. Determinantes de cuarto orden 


Los determinantes de cualquier orden атр todas las propiedades 
de los determinantes expuestas en el $ 4. En esto párrafo, para el 
cálculo de los determinantes de cuarto orden se doben aplicar egtas 
propiedades. 


En los problemas 1252—4260 hay que calcular los 
determinantes de cuarto orden. 


1252, |-30 00 1253.12 -—13 4 
22 00 0—15 –3 
13-10 0 05-—3]: 

=15 35 о оо 2 

1254. 2—11 0 1255. |23 —3 4 

0 142—1 21-1 2 
3-12 3 62 1 Oj: 
3 16 1 23 0-5 
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87 260 1257. |0 са 

—82 710 b0de 

44 4 5|- cdoOb|- 

04 —3 2 debo 
1258. ja bcd 1259. ja bca 
bade dabe 
сӣаь|` сда | 
deba beda 


1260.10 —a —b —d 
a 0О—с—е 
b e 0 j 
ае 0 0 
1261. Domostrar que si el sistema de ecuaciones 
А+ Ву +CD, = 0, 
Ar + Bay + Со + 0 = 0, 
Ast + Взу +C Юз = 0, 
Ац: 4- Вау +C +D =0 
es compatible, se verifica la igualdad 
А, В, С, D; 
А» Bz С, р, 
Аз Bs С, Ds 
А. В, С, Di 


=0. 


16% 


RESPUESTAS E INDICACIONES 
A LOS PROBLEMAS 


Primera parte 


2 z 
mento dos puntos 4, (2) y Aa (2) (fig. ds). La o 
es equivalonto a dos ecuaciones z — 1 = — 3 y 


cuación |z — 1 | = 3 
z — 1 = 3, do dondo 
obtenemos z = — 2, z= 4 y sus puntos correspondientes B, y Ba 
(tig. 55). En los demás casos, las soluciones son análogas. 3 Los 


1 


DEC В Р A В 


м ЭТЕ 


1 
¡O 
# 


puntos están) situados: 4) a la derecha, del punto M, (2%: 2) a la 
zquierda el punto М. (3), incluyendo el punto Ma; З) a la derecha 


del punto Ms (12); 4) a la izquiorda del punto М, (2) , incluyendo 
z у! 


Fig. 54. 


el punto My 5) а la derecha del punto Му ($ 3 6) dentro 


del segmento limitado por los puntos Mg (1) y Ma (3); 7) dentro 
del segmento limitado por los puntos М; (—2) y Ma (3), incluyendo 
los puntos Мт y Ma: 8) dentro del segmento limitado рог los 
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puntos A (1) у В (2); 9) fuera del segmento limitado por los puntos 
Р(—1) у бу 10) fuera del segmento limitado рог los puntos 
A (1) y В (2); 41) dentro del segmento limitado рог los puntos 
P(—1) y Q (2); 12) dentro del segmento limitado por los puntos 
М (3) у N (5), incluyendo los puntos М у N; 13) fuora del segmento 


1 
Ea 
A 2 В, 


> 


—2, 14 6) AB | 
5) —2 y 2; 6) —4 y 5; 7) —6 y 


5; 3) 15 4) — 
6. 1) Dentro del segmento limitado por los puntos 
E 


Fig. 56. Fig. 57. 
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10 
АС ВС 5 3 
== MS MO 


tos A y В. 7. 1) 1; 2) РЕС 3) 2: 01:5 —z -8. Е 
3 2 ВС 


св. 4, 


2—2 
а ан 
12.0) 22:38) 004 —% 9-41. 7:2 8:31: 
4) т; 5 0, 14, 1) (19); 2) N (43). 45, (5) y (12). 16. A (7) 
БЕДА Са Ао ою бег, бу 
Ex (—5; 0). 1б. Ay (0; 2), By (0; 1), Ey 

—3); 2) (~ 

) 28.0) (i 


х" Ч. == 


2 з), 
oa 650.2 (s а), (в E): (а). 
(4 ра). @ 12. ә. e (3 Фа) ур (5: 
æ. (к —). s. a(s -4 


зз. ($) 34. а= VAFA pacos) 35. d=. 
зб. 9(17—4 3) unid. cwad. 37. 2(134+6Y/3) unid. cuad. 
38. 28/3 unid. cuad. 39. 5 =-р рз x {зеп Ө,—@;)]. 40. 5 unid. 
cuad. 41. 3(4 V3—1) unid. cuad. 42. М, (0; 6), Ma(5; 0), 
м, (V3; V3), Milo; —5 УЗ), Ms (—4; 4 УЗ), Mo (6 V5; —6). 
43. м. (5; +). M3; а}, Ma (2 2). м, (2 -4 a) А 
м, (e: E). м. 052-5 30045 5 55 0) 2. 
47.4) X=4, Y =3; 2) X=—4, Y 7; 4) X=5, 


Y=3. Y=6 V5; 

2) X=3V3, Y ) 13; 3) 40. 

м. 1) d=2 Ө=2; 2) 46, Ei 13) dimk nn 
; E , 0-5 
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55. a) а= V2, 0-3. Ы d=5, бац Fa; с) d=43, 


O=narcig E; d a= VEA, 0=—aretg5. 56. а) 3 b) —3. 
57. ау(—9;3); b) (—9; —7). 58. a) (45; —42): b) (1; —12). 
вө. —2 eo. VÍ4 6,4. 02.1) 5; 2) 5. 63, 4) 5; 2) 40; 


3) 5; 4) y 5) 29; 6) 13. 64. 137 unid. cuad. 65. 34 unid. г 
a, омий. бт. 43,15, 68, 150 unid, cuad. 69, 

13. 4 м МҮМ; оз obtuso. 75. ES 
Кз e ўе, 60°. Гра. САДАК las longitudes de 105 
lados dol png y, yy aplicar después e1 teorema do los coso- 
поз. 77. М мар 0. 8 м0: 28 y Mal; 2 
РИ б) ео 80 бү =2; Ca (Ò; 40, А10, 
КИСЕ бу IA КЫ. as В(0; 4) y Р(—1; 
—3).'84. A las Condiciones del AS lema satisfacen dos cuadrados, 
Situados, siméteicamente con respecte al lado АЎ, Los vértices ds 
un cuadrado son (;(—5; 0), D. A у los vértices del otro 
зоп Срб б y, Del: B, зз. С ‚86. (1; 2 
сьо, к оз AB, ВС у АС son 
pd EA a. е Ж 
у, : ; Зу, 

92. (5; —3), D, (2; Я 
El оаа р рыр {дө е: кр. а айога 
de, Jos dados. Por le tanto, а Jas condiciones dol уота 
satisfacen tres “paralologramos 04, 13. 02; —1) y (3; 1). 


o. ($: 2). өт. УУЗ. өв. (—14; —3). 99. 4. 100. 1. Es 


АС ВА 2 
м= —3; Es 101. 4(3; —1) y В, 8). 


108. z= 


азиз. 100. M(—4; 0), С (о; 2). 111. (5; 5). 142 (E. 


Ta). из. (5 192). a. == пла pz 


= mapp ', 
ATEOS 115. (4: 2). Nota. El peso dol alambro homogéneo 


DF 
es proporcional a su longitud. 116. 1) 14 unid. cuad. 2) 12; 3) 26 unid. 


cuad. 117. 5. 118. 20 unid. cuad. 119. 7,4. 120. z= $ ¿yt 1 


124. 210, у=3-р. 122. (0: —8) 6 (0; —2). 123. (5; 0) ó -5:0 
124. (5; 2) ó (2; 2). 425. Cy (—7; —3), Di (—6; —4) 6 C2 (17; —3), йз: 
—4). 126. С, (—2; 12), Di (— natalna): Da (с, Ж), $ 
127. 1) z=2' +3, y=y' +4; —2, y=’ +i; 3) z= 

учу +5. 128. A (4; —1), 26 a 2270. 13° Y; 14%; To, 
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$ 4): 2) A: —2), B (0:0), C(— 


у; 3) A (4; —4), 
(0; 0). 130, 1) (3; 5); 2) (—2; 1); 3) ( 


9, 4) (—5; 0). 


131. 4) == Py VS е Vary ¿Da = y= 
«EH, amy y Y ay, уе 27 5) 2=-w, 
y=—-y' 132. А(3 уЗ; 1), в (203 с (8; —V3. 

з. —2 уЗ); 


(3 y3; 
Р( 


2) —30°. 135. 0' (2; —4). 136. 2—27 41, y=y'— 3. 137, ба 
+= +. 138. M4 (1; 5), M2(2; 0), Ma (16; —5). 
139. A (6; 3), BO; 0), C(5; —10). 140. 1) 0' (3; —2), а= 90°; 
2) 0 (—1; 3), a==480% 3) 07 (5;—3), a= —45°. 141. z 


a'gu’ — 3. 442. М. (1; 9), Ma (á; 2), Ma (1; —3), 


& 2+ УЗ), Ms (14 V5; 4). 143. М, (0; 5), Ma (3:0), Ma (—1; O), 


му —б, Mo (V5; 0. 144. Ma (2 0), Ma (1; E) (a 


5). м, (a -2). Ms (a: +) мв. м, (va; та), 


5). м (0). man) м (6а). 


(0; 5); b) (- 


соп el centro en О (0; 0) (fig. 59). 150. 1) Lu biscctriz del primero 
y dol tercer ángulos coordenados; 2) la bi z del segundo y del 
cuarto ángulos coordenados; 3) una recta paralela al eje бу que corta 
un el somiejo positivo Oz, partiendo del orígen de coordenadas, un 
sogmonto de longitud igual a 2 (fig. 60); 4) una recta paralela al 
ojo Oy que corta en el semieje negativo Ox, partiendo dol origen 
de coordenadas, un segmento igual a 3 (fig. 60); 5) una recta para- 
lela al eje Oz, que corta en el semiejo positivo Oy, partiendo del 
origen de coordenadas, un segmento igual a 5 (fig. 60); 6) una recta 
Paralela al ojo Oz, que corta en ely semieje) megativo! Oy, par- 
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tiendo del origen de coordenadas, un segmento igual a 2 (lig. 60); 
7) la recta que coincide con el eje de ordenadas; 8) la recta que 
coincide con el ejo de abscisas; 9) la línea se compone de dos rec- 
tas: la biscotriz del primero y del tercer ángulos coordenados 


Fig. 58. Fig. 59. 


y a recta que coincide con el ejo do ordenadas; 10) la Jínca во 
compone do dos rectas: la biscctriz del segundo y del cuarto ángu- 
los coordonados y la recta quo coincido соп el eje de abscisas; 
11) la línea so compone de las dos bisectrices до los ángulos coordo- 
nados (fig. 61); 12) la línea se compone de dos rectas: de la 


Fig. 61. 


recta quo coincide con el eje de abscisas у de la recta que coin- 
cido cun el eje de ordenadas; 13) la línea ве compone"de dos rec- 
tas paralelas al ojo de abscisas, que cortan“en el eje de ordenadas, 

rtiendo del origen de coordenadas, segmentus iguales a 3 y — 
Wip. б); 44) la llosa ве compone de dos reotas paralelas al ОЮ Oj, 
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y Y al a 
Y 7 
al чу 
Ө ы 
7 2 0 г 
Fig. 63, 


Fig. 62. 


que cortan en el semieje positivo Ox, partiento del origon de coordo- 
nadas, segmentos igualos a 3 y 5 (fig. 63); 15) la línca so 
compono de dos rectas paralelas al eje От, que cortan en el semi- 
ojo negativo Oy, partiendo del origen de coordenadas, segmentos 
iguales a 1 y £ (Па. 64); 16) la línea so compone de tres rectas: 
la recta que coincide con el eje de abscisas y dos rectas 
paralelas al ejo do ordenadas, que cortan en е] somiejo 
positivo de abscisas, partiendo del origen do coordenadas, segmen- 
tos iguales а 2 y 5: 17) la línea se compone de dos rayos: lag hiscctri- 
cos del primero y del segundo ángulos coordenados (fig. 65); 18) la 
línea se compone do dos rayos: las hiscctrices del primero 


Fig. 67. 


y del cuarto ángulos coordenados (fig. 66 a); 19) la línea so compono 
do dos rayos: las hisoctrices del tercero y dol cuarto ángulos coordo- 
nados (fig, 66 Б); 20) la línea so compone de dos rayos: las hiscotrices 
dol segundo y del tercer ángulos coordenados (fig. бб с); 24) la línea 
se compone de dos rayos situados on ol ѕотіріапо superior, que parten 
del punto (4; 0) y son paralolos a las biscotrices de los ángulos coor- 
donados (fig. 65); 22) la línea so compone de dos rayos, situados on 
ol somiplano superior, que parten del punto (2: 0) y son paralelos 
a las bísectrices de los ángulos coordenados (fig. 65); 23) una ciroun= 
foroncia de radio 4 сов el contro еп el origen de coordenadas (fig. 67): 
24) una circunferencia de radio 4 con ol centro O, (2; 1) (fig. 67); 25) 
una circunferencia de radio 3 con el centro (—5; 1); 26) una circun- 
foroncia de radio 2 con el centro (1; 0); 27) una circunferencia do radio 
1 con el centro (0; —3); 28) la línea so compono do un punto (3; 0) 
y ез una línea degoncrada; 29) la línea se compone do un punto (0; 0) 
y es una línea degenerada; 30) no hay ni un punto, cuyas coorde- 
hadas satisfagan a la ecuación dada («línea imaginaria»); 81) no 
hay ni un punto, cuyas coordenadas satisfagan a la ecuación dad 

(linea imaginaria»). 160. Las lineas 1), 2) y 4) pasan por el origen 
de coordenadas, 161 1) ш) (7; 0). (75 0); Б) (0: 7), (0; 1); 2) a) 
(0; 0), (6; b) (0; 0), ( 3) a) (10; 0), (—2; 0); b) la 
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línea no se corta con cl eje Oy; 4) Ja linca no se corta con les ejes 
coordenados; 5) а) (0; 0), (2: ON b) (0; 0), (0; —40); 6) a) la 
línea no se corta con el ojo Oz; b) (0; Т); 7) la linea no 


so corta con los ejes coordenados. 162, 1) e 2), (2 —2); 


В 


Fig. 68. Fig. 69, 


2) (5 —1, O; 0) 9) (65 — 4), (12 


se cortan. 163, Los puntos Му, M, y M, ostán еп la línea dada; 
los puntos Мз y Му no están en ella, La ecuación determina una 


—44); 4) las líncas no 


Fig. 70. 


circunferencia (fig. 68). 164. a) (6; 2); b) (6; 2) ; с) 68:0; 
3 3 


а) (27у +): la recta es perpendicular al eje polar y corta 
en él un segmento igual а 3, partiendo del polo (fig. 69). 


ш. а (s ж); (E) y (2 а): о (vaz) 
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y (va 5а); la recta situada en el semíplano superior оз 
paralela al eje polar y esté а Jo distancia 1 do ól (ig. 69). 
66, 1) Una circunferencia de radio 5 con el centro en el polo; 
2) un rayo que parle del polo y forma соп el eje polar un ángulo 


р=50 


Fig. 12. Fig. 73. 
igual a Æ (fig. 70); un rayo que parto 100) polo [y forma con el 
g 3 


eje polar un ángulo igual а (fig. 70); 4) una recta perpondi- 
cular al ejo polar quo corta en él, partiendo del polo, un segmento 


P$ 


lai 


Fig. 74. 


а=2; 5) una recta situada en el semiplano superior, paralela al 
ojo polar y que está a la distancia igual a 1 de él; 6) una circun- 
ferencia de radio 3 con ol contro С, (3; 0) (fig. 71); Т) una circun- 
ferencia de radio 5 con el centro C=(5: 3) (ig. 74); 8) la 


línoa so compone de dos rayos, que parten del polo, uno de los 
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cuales forma con el ejo polar un ángulo igual a -Æ y el otro for- 


ma con el mismo eje un ángulo igual an (tig. 71); 9) la línea se 


compone de circunferencias concóntricas con el contro en el polo, 


cuyos radios r so determinan por la fórmula r=(—1) 5 -}nn, 
a G 


en donde п es un númoro entero positivo, arbitrario o cero. 
167. Fig. 72 y fig. 73. 168. Fig. 74 y fig. 75. 109. Fig. 70. 


“аш 


Fig. 76. 
170. El segmento contiguo al polo tiene la longitud -5- y cada uno 
de los otros segmentos tiene la longitud igual a бл (fig. 77). 
471. En cinco partes (fig. 78). 172. p (12; +) (tig. 79). 
173. Q (81; 4) (fig. 80). 174. Las rectas = + у= 


475. Las rectas 
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2 -Е а<=0. 176. Las reotas y +b=0. 177, y44=0. 178, 2—5=0. 
179. 4) la recta 7 y =0: 2) la rocta =4+y=0; 3) la secta z—1 = `0; 
4) la recta y—2 Las rectas 4az +e 181, 224 y2 

182. Pe "з= 183. 224-29. 184 ча 


Р-30 


Fig. 77. 


185, тем 186. (1—4)24 y2=16. 187, —=- зна 188, E 


e su A 192, y Я = 
ы 4. 180, y2=12x. 192, y?=2pz, parábola, 193. 25-4. 


Fig. 78. 
X 2% y & 2? 
elipse. 19, F¿—G=1, hipórbola. 195. 22. , elipso. 
а 
196. La rama dorecha do la hipórbola E 197. y2=20x, 


parábola. 198, pcos0=3. 199, e. 200. tg0=1. 201. psend+ 
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+5=0, psen09—5=0. 202. р=10 соз Ө. 203. A la condición del 
problema!” satisfacen dos circunferencias, = ecuaciones еп 
coordenadas polares son р+6 зеп Ө p—6 sen 0 =0. 


= KTA ab cost 

ao 5 1. 052 y 
У лау ti J а + 'а® ѕеп? 1-0% соз? г 

28 ab sent 2. 18062 ‘Әә аф созі prm 
at sen? t40? costs ТУ 02 соз? гаї son? t 


ab sent a 
а . 207. 4) ==, y=t; 2) z=2pctg?t, 
ЛЗ созїт— a senti ado 9 жена 


Fig. 79. 
„ый IN z=2Rcost0, 
pecto e Р ча i к-аш т. 306. 0 у= ре, 
z= R son 20, 2=2pctg%0, „а 
„ну уС2рощо) 2 200. 1) 2—y2=0; 2) 242 
; 8) PAZ H 1—0; 5) 214 y2—2Rzm 


DE 


6) 2202 — 210. Los ntos My My 

sá, др н к= los puntos Ma, My y Ме no 

están situados en ella, 211. 9-65 EA 8.7 O 

025,77, 215. (6; 0), 0: >. ia 25y, A3 AAA 3 
C(2 4). 246. (4; —3), (—2; 5), (5; —9) y (8; —17). 217. 7 


cuad. 248, Сү (— asal 2) . 219. сү: 1) 6 С(-: 
220. 4) 22—3y+9=0; 2) 3r—y=0; 3) y +2=0; 4) 32-+4y—12=0. 


5) 22+y+5=0; 6) z-+3y—2=0. 221. 1) k=5, b=3; 2) k= — 
b=2 3 El 2=—Í, 5—0; 5) k=0, 5—3. 
эю. у —5;2) 2. 223. 1) 224347=0 2) 3г—2у—4—0. 


224. 3х--2у pia y—13=0. 225. (2; 1), (4; 2, (—1; 7), (1; 8). 
220. (—2; —1). 227. 0(11; —11). 228. 1) 3z—2y—7=0; 2) 5x4 
3) 8r+12y +3=0; 4) 514 7y+49=0; 5) 67 —30y—7= 


=0. 229. а) k=7; b) к=з y ro. 230. 5x—2y—33=0, 


24áy—14=0, 724-60--33=0. 231. 77—2y—12=0, 5z-+y—28= 
=0, 22—3y—18=0. 232. 2+y+1=0. 238. 214 3y—130, 234. 
424 3y—11=0, z+y+2=0, 324 2y—13=0. 235. (3; 4). 236. 4z- 

y—3=0. 237, 2—5=0. 238. La ecuación del lado А2: 22 +y=— 
—8=0; BC: 242y—1=0; CA: z—y—1=0. La ecuación de la 


Ре 


Fig. 80. 


mediana trazada por ol vértice А: —3=0; рог el vértico B: ару 
—3=0; por el vértice С: y=0. 239. (—7; 0), (0: +24). 242. 


(4; 3). 243, 32—5y+4=0; r+ 7y—16=0; 32 —5y—22=0; 24794 
410-0. 244, Las ecuacionos do los lados del rectángulo: 22—5y-+ 
+3=0, 22—5y—26=0; la ecuación do su diagonal: 72—3y—33= 
=0, 2% Se +y3=0 ез la bisgetriz dol ángulo interno; z—5y— 
11=0 es la bisoctriz del ángulo externo. 246. z+ у—8= 0, 142 
—28=0. Nota. A las condiciones dol problema satisfacen dos 
una de ellas раза por el punto Р y рог la mitad, del segmento 
que une los puntos A y В; la otra pasa por el punto Р y es paralela 


al segmonto JE. 247. (—12; 5). 248. My (10; —5). 249. Р (5; о) У 


Nota. El problema se puede resolver por el mótodo siguiente: 1) so 
verifica quo los puntos M y № están situados a un lado del eje do 
abscisas; 2) se halla el punto simétrico а uno de los puntos dados 
соп respecto al eje de abscisas. por ojemplo, el punto Ny, simétrico 
al punto №; 3) hallamos la ecuación do la recta que pasa por los 
puntos M y 4) resolviendo simultáneamento la ecuación hallada 
y la ecuación dol ojo de abscisas so obtienen las coordenadas del 
punto buscado. 250. Р (0; 14). 251. Р(2; —1). 252. P(2 5). 253. 


vez; 2) т=з: З) p=0, las rectas son paralelas; 4) ф= 


жатир CA 254. z—5y+3=0 ó 524+y—11=0. 255. Ecuaciones de 
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3z — 4y + 32 = 0, 42 
а diagonal; 
82 — 


, 22 

Br YA 0—0, dry ds 
® - 0; 
ТА 


и 2-14 у — 1! . 2 
ol 29 —2y +33=0. 262. 1) 3z — 7y 
3) 22 — Зу — 13 = 0; 4) = 


0а 
pendicnlares 1), 3) y 4). 266. 1) 
L07. Ma (0; —0), 268. 42 — y — 19 
=0. 260. BC:3z + бу — 22 


0. 270. = 2y —7=0; 
0. Nota. El problema se puede 


Fig. 81. 


siguiente: 1. Se verifica que el vértice A по está situado en ninguna 
de las rectas dadas. 2, Se halla el punto de intersección de las media- 
nas y se soñala con alguna lotra, por ojemplo, соп М. Conociendo el 
punto M y el vértice A se puede hallur la ecuación de la tercera media- 
na. 3. En le recta que pasa por dos puntos А y M se traza ol segmen- 
to MD = AM (fig. 81). Después, conociendo el punto medio М dol 
sugmento AD y uno de sus extremos A. so hallan las coordenadas del 
punto D. 4. Se verifica que el cuadrilátero BDCM es un paralelo- 
атто (sus diagonales se dividen entre sí por la mitad) y se hallan 
las ecuaciones Пе las rectas DB у DC. 5. Se calculan las coordena- 
das do los puntos Z у С. 6. Conociendo todos los vértices del trián- 
gulo se pueden hallar Јаз ecuaciones de sus lados, 271. 32 — 5y — 
185.0, „Вә — у +17 ==0, 5220—31 = 0. 212 2к—у-- 

224+y—1=0, г—2у— 6—0. Nota. Si en un 
lado de un ángulo so de un punto А, el punto simétrico al punto А 
lo estará en el otro lado, 


à ‘а= 


5+8=0; 3) a =i, 3r — 8y = 0; а = 
0. 286. т n=—2, y+3=0. 287. m=— 4, n=2 2— 


$o 
2) - 291. 1) Para а 5 3; 2) para a=3 y b= 2; 3) para 
=2. 292, 1) m=—4, n 2 ó т=4, п 4—2; 2) m=—4, 

4, n=—2; Зу m=0, n es arbitrario. 293. m=- п 2и. 
А las condiciones del problema satisfacen dos valores do т: ту = 0, 


¿=0. 205. 


=-7 


3) по se cortan, 208. а= 
х Y 
ES 
A ЖИР 
=14; 5) qig Hgg 4 (fig. 82). 300. 6 unid. cuad. 
244-450. 302. 2+y—5=0, z—y+1=0, 3z—2y=0. 303. 


Solución, Escribimos la ecuación «segmentaria» de la recta 
buscada 


E 
Гаташ 0 


El problema consiste en hallar los valores de los parámetros a y b. 
El punto С(1; 1) está situado en la recta buscada y, por consiguien- 
te, sus coordenadas satisfacen a Ја ecuación (1). Sustituyendo en la 
ecunción (1) las coordenadas variables por las coordenadas del punto 
C у reduciendo a un común denominador tendremos: 


a+b=ab. (2) 


Señalemos ahora quo el área R del triángulo quo intercepta la 
recta en el ángulo coordenado so dotermina por la fórmula 
15; 4-5 cuando los segmentos a у b son de un mismo signo, 
y —S cuando estos segmentos son de signo contrario. Según les 
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Condiciones del problema tenemos: 
ab=+ó. (3) 


Rosolviendo el sistema de ccuaciones (2) y (3): 2 EA 


by=2 а= —2+2 VT, b= 
—2 И; аз= —2—2 V7, 3= —24-2 02. Así pues, a las 


condiciones del problema satisfacen tros rectas. Sustituyendo en la 
ecuación (1) los valores obtenidos de los parámetros а у b tenomos: 


obtenemos: ay 


z у z y s 

+ het, ==1, 22 
+7 үзү t aay? 22-2 V2 T 
+ y, =1. Dospués de simplificar озіаз ecuaciones obtene- 


—24+2 Y2 
mos: 2+y—2=0, (14 V2)2+(1-V2)y—-2=0, (1—2) z+ 
+(1-+ Y 2)y—2=0.304. A los condicionos del problema satisfacen las 
tros rectas siguientes: (VZ +4) =+(VZ —1) y—10=0, (VZ —1) 1+ 


+( +1) y+10=0, z—y—10=0. 305. 32—2y—12=0, 32 —8y + 

24=0. 306. z+3y—30=0, 32 +4y—60=0, 3a—y—3 E 
Try +60=0. 307. A las condiciones del problema satisfacen dos 
rectas, que se cortan con los ejes coordenados rospectivamente en 
los puntos (2; 0), (0; —3) y (—4; 0), (в; + .308. S > 22103. 309. 
Las ecuaciones de las rectas 1), 4), 6) y 8) ап sido dadas en la 
кш гей 310. 1) ф=—ру—2=0, з кач 
3 -prti 0 9220, 9 ғур 


ЗЕ ah. 


yt = 0. 


ЗИ. 1) a=0, р=2; 2) а=л, p= 
ant, рез й а=, p= VE Dar 
—@, р= 9) а= л, p=4. 312. 1) ò= 3,28=1, 
d=1; 3) ò= —4, d=4; 4) 5=0, d=0, el punto 0 ostá situado en 
la recta. 313. 1) A un lado; 2) a diversos lados; 3) a un lado; 4) a 
un lado; 5) а divorsos lados. 314. 5 unid. cuad, 315. 6 unid, cuad. 
318. Es convoxo. 319. No es convexo, 320. 4. 321. 3. 322. 1) d=2,5; 
2) d=3; 3) 4=0,5; 4) d=3,5. 323. 49 unid. cuad. 325. En la razón 
2:3, a partir de la segunda recta. 326. Solwción. El problema 
do trazar por el punto Р rectas a la distancia 5 de punto О es 
equivalente al problema de trazar por el punto Р tangentes а la 
circunferencia de radio 5 con el centro on Q. Calculemos Ja distan- 
cia ОР; ОР = V@— DIF (7—2)% = VI. Se vo que 1а distancia QP 
es mayor que el radio do la circunforencia; por lo tanto, desde el 
unto P se pueden trazar dos pra a esta circunferencia. 
а]\етоз estas ecuaciones. La ecuación de cualquier recta que pasa 
por el punto P es до la forma 
y—T=k(2—2 У] 
o kx—y+7—2k=0, en donde К es por ahora un cocliciente angular 
indeterminado. Reduzcamos esta ecuación a la forma normal. Con 
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esto fin, hallamos el factor normalizador 
1 
рат: 
Multiplicando lu ecuación (0) por p, obtenemos la ecuación normal 
иса 


һе 


ko—y +12 

аут 
Sustituyondo las coordenadas = е y por las dol punto Q on el primer 
2412 _5, Resolvion- 


=0. @) 


miembro de la ecuación (2), tenemos: 


ye 
do osta ecuación hallamos dos valores de k; J= -i ka=0. 
Suslituyendo en la ecuación (1) ol coeficiente angular por los valoros 
hallados, obtenemos las ecuaciones buscadas; y1=— 6—2 


ó 5e+12y—%=0 e y—7=0. El problema queda ане 
ЗИ, 774249 134m0, 2—2=0. 828. Ss 4g 13m0, 390. Bs 15y40=0. 
З. 3x—4y—25=0, 3z—óy 4-5 332. A las condiciones del 


y +5=0; 
+2y—7=0; 2 АО 0, 874-180; 3) ИШЕДИ; 424 
1120—28 =0. 340. г—. Дус, 240—5 =0. Not Е 


. 346, El Angola blo: BiT. 824 4y—5 
32—19=0.. 350. 402—4 51: 72 56у —40 
0. 353. AO 3) 32 4+2y—7=0, 2) ғу 
0; 5) 424 3y—10=0; 
жен 
358. 2—y-+1=0. 359. 55 , 4х-+- 0. 22у 10: 
360. КЛЫ e 0. 361. 52—y—5=0(B0),2—y+ 
+3=0 (АС), 32 CN 362. z—5y— КУЛАШЫ 
berne ieo, 363. AA z4+2y+1=0. 366. C= —20, 
367. a = —2, 368. Las ecuaciones do los lados del cuadrado: 4r- 
+3y—l4=0, 3z—4y427=0, 32—4у--2=0, 424+3y+11=0; la 
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Ра саан атан 
лт 0. 372. 32—у4-1 
20. 375. 24 5y—13=0, 52— 


problema satisfacen dos rectas: 7 
51 —2y — 378. АС: 3x48y— 
ае +y+5=0,2—2y1=0, 2z+5y—11 


psen (5-9) - ; 2) pcos (0—a) =a cos æ, pcos (0+Fa 


3) рвов (P—0)=a sen, psen (2—0 382. pson(f—0)= 
psen (0—0) _ 
Pesen (820) > 


=p, зер (ф — 0,). 383. p соз (0 — a) =p, соз (0, —a). 384. 
VE op соз 0—0) 


‚385, 4) 24y3=9 2) (2294 
ТУРТОТ Зот cos (0201) 


9 TOUT ШИТ" 6) ауу; 
z 4) 


800. (124 (y 42) 0= 16. 
и + apa 392. (1—2)%+ 
z) =. m GD 


+0, Haetut M (2 


=20 y (2 
ЗИН. (240324 (y—3)2 
+15 y (= 


E O 
(08) у (3) (0 306. (2—52 


° _ (3232 

+06 em, (2-3) + (1—40) = (F) 
y (Y +(0+ +) = (5 397. Las ocuaciones 1), 2), 

AN 5), 8) y 10 determinan circunferencias; 1) C (5: 2), R ; 

2) C(-2; o, R 8; 3) la сспасібп e un punto 

o 00005, = VE; 5) СО: 2), R=5 6) la ecuación no deter- 

mina on el plano ninguna figura geométrica; 7) la ecuación determina 


un punto único (—2; 1); 8) С (—+: о). r=4: 9) la ecuación 


no determina en el plano ninguna figura geométrica; 10) C (0; -5) ; 


же. 


398. 1) Una somicireunferencia do radio R=3 con el centro 
еп е1 origon de coordonadas, situada en el semiplano superior (fig. 83); 
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2) una cemistrcunterencia de radio А-5 con el centro en el origen 
do coordonadas, situada en el semiplano inferior (fig. 84); 3) una semi- 
E e origen do coorde- 
nadas, situada оп el somiplano izquierdo (fig. 85); 4) una somicircun- 
ferencia do radio R=4 con el centro en el origen de coordenadas, 
situada en ol semiplano derecho (fig. 86); 5) una semicirennforencia 
de radio А =8 con el centro С (0; 15), situada sobre la recta y— 15 = 0 


R=3 con el centro | сз J 

æz-+2=0 (fig. 90); 9) una semiciscunforencia de radio R=5 con el centro 

с(—2; E situada јо la recta y+3=0 (пр. 91); 10) una semi- 

circunferencia de radio R=7 со 3), Situada 
de Ja recta z+ =@ а de la ci 

2) en la cirounferenci 

4) en la circunterenci Ej dentro de la 


féroncia; 3) pasa por fuera do lu circunferencia. 405. 1) mato 
м 


э к=; з) (>. 400. эн, 407. 224+y—3m0. 


408, 11z—7y—00=0. 409. 2 V5. 410. 2x—3y+8=0, 324 2y—14=0. 
412. py 62 —9y—17=0. 413, 13224-18у2--324-71у=0. 416. 
Ta—4y=0. 415. 2. 416. 10. 417. (2--3)24- (0—3) 10. 448. 2—2y + 
+5=0. 419. 32—óy-+48=0, 420. м, (4: 5: ¡d=2.V5, ай. 
Яру = А2, 422. (11 a) TRE Cil pra 423. 459. 
49. 425. (а БРАВ! ур so 
y 2:—y—5=0. o. ds, 2 tysi у Pe a #®. de 
Limo s 2y a0. 907. 481. 242y45=0. 432. 41,5. 
w. las. 3. 438. Lety 1=0 y Za 4 y 4100 
e ЕЕ o 438 pr с 0 dig: 99). 


Уу, "ш а n ГУ re 


5( 5) s Ras o) (4 -51 ) y R=á D (4 зас 

А4. 4) 224-у2— 2) гуз ду ==0; 3) 24 yla y 0, 

442. 4) р=сов0; 2) p=—3c0s0; 3) p=5s0n0; 4) p=sen0:; 

5) р=соз® 4-ғеп Ө. 443. pe Ам. 1) pi =1; 
2 y 


DE 


3 19 та a 


y 
СД 

A г l 

7 T 

Fig. 83, Pig. 54 

У 

y 

de ЖЕНИ пб ЖИН 


Fig. 87 Fig. 88. 
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=T 


Fig. 90. 


ig. 89. 


$ 
© 
? 

ES 


Fig. 92. 


Fig. 9. 
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Fig. 93. 


ое 
DO 


Fig. 100. Fig. 101. 


„Ж ж e IA E ON 
0р 0 Ие 9 e ad 


ж у a p а и_ ошу 
ие 00) +в! 451) та =4; 2) а 


3 раат 4 atit 5) Ax в) +2 


с б 
Diy вту 9d КУЮ y 1. 447. 1) 5 y 3; 


2) F, (—4; 0) Ез 0% 3) eE 4) rm. 448. 46 unid. cuad, 
мю. 1) V5 y 3; 2) Р, (0; —2), F2(0; 2); 3) e= 


2 
450. en unid. cuad, 451. 22. 452, Véase la fig. 98. 


4 ==> . 
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454. Los puntos А, y Ag están on la 
olipso; Az, Ay Y Ag están dontro do la elipso; Аз, Ау, An, Ау гах 
están fuera de la elipse, 455, 1) La mitad de la elipso FH =i 
situada en ol semiplano superior (fig. 99); 2) la mitad de la itp 
E pda en el semiplano inferior (fig 100); 8) la mitad 


y 
de la elipse 7 aeg +- 


‚ Situada en йй semiplano izquiordo 


(fig. 101); 4) la mitad de Ja olipse atiy Lt, situada еп el semi- 


plano дотооро, tig, 102). 460. 45. 467, б. a58. з=, 
—2 2. т=26, r=74 46. 40. 


y 462. (-5 313) у (-5 —3V3). 


в. ( ) y (2-2). зуг. 
а. 1) [tiat 2) 

Me E _,, | 
satir A пне; 


Ма фа оаа), 98 уЗ 
о рне) EA =! 466. 4) 
уз УЗ, yt. mL. 


г Э: 9 уі 0. 


468. EL y pa 460, 


то. ER tz $ 


(2—3) 
y 


449 
Эа =! 


==1. 471. 4) С (3; —1); los semiejes son: 
зу y5, 


y las ecuaciones de las direc- 
trices son: 22—15=0, 22-+3=0; 2) б (—1; 2); 
2), los semiejos son: 5 y 4, e= $ ; las оош 


Fig. 102. ciones de las directrices som: З= — 22 = 0; 
3+ 28=0; 3) С (1; — 2); los semiejes 
som 23 y 4, е=-р} las ceuaciones de las directricos som: 


x ia 2—3 
ц—6=0, y+10=0. 472. 1) La mitad de la elipse + 
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a 
+? =1 situada sobre la recta у--7=0 (fig. 403); 2) la mitad 


G+ (у—4уз 
$ 16 


de la elipse =1 situada bajo la recta y—1=0 


ч 

(fig. 104%; 3) la mitad de la elipse +UI? —{ situada en el 

semiplano izquierdo (fig. 105); 4) la mitad de la elipse (2+5)% + 
4 


LE m4 situada a la derecha de la rocta =-+5=0 (fig. 100). 
473. 4) Cath Y m1; 2) 2:44—2гу--2у1—3==0; 3) 6820+ 4824 + 
+аца—629—0; 40 Mor +Zey +1 142487489 24m0, ATA sun 
-.9уй-_Ав—-18у—55=0. 415. 4224 9y24 922 1áy 59-0. 476. 
даз 5024-1424. 40y + 81 = 0. 477. 722—220 + 1y2—462p2y +71 =0. 
418. 1722-- 82у + 23y* + 301 — 40у — 175 =0.'479. 224 2y2—62-4-24y4- 
+1 =0. 480. (4; 3). @; 2). 481. (3 E) , la тоса es tangente 
а la elipse. 482. La recta pasa por fuera de la olipso. 483. 1) La 
recta se corta con la elipse: 2) pasa por fuera de la elipse; 3) es tan- 
gonto а la elipso. 484, 1) So сона соп la elipse, si |m [< 5; 2) es 
'angento a la elipso, si m=z 5; 3) pasa por fuera de la elipse, 
si |т|;>5. 485. 4242-4-02 = т2, 486. сагаа 488. 32+2y— 
—10=0 y 32+2y+10=0. 489. z24y—5=0 y 24+y+5=0. 
490. 22—y—12=0, 22y+12=0; de AVE A 491. Мү(——8: D; 
а= УТ. 82. at ү—5—0 у =+ 44105 o. вз. Az 5u—10=0. 


áy? 12 
494. 4—18. 495. + ml 6 od 000. ms. 


499. Fa Nota, Aplicar la propiedad de Ja elipse enunciada 


2 y 
en el problema 498. 500. gtit Nota. Aplicar la propiedad 
% la elipso enunciada еп el problema 498. 502. 27-+11y—10=0. 

Nota. Aplicar la propiedad de la роо сии en el problema 
501. 503. (3; 2) y (3; —2). 504. R= 505. 10,5 /3. 506. 


еш 507. 16,8. 508. 60°. 509. Еп Una elipse, cuya {ела °з 


вете" 510. 224 y2=0, 511. tit 512, г 513. q= 


4 4 2 
E Minato 515. 0 5-5-1 з = 5 - = 
Ed 77 E AS 

7-03 -% 1 95- g= E ш 


ту a ч =_ 4 
e r=" F- +; оуу A D5 
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Fig. 103 Fig. 104. 


y 


Fig. 105. Fig. 108. 


Fig. 107. Fig. 108. 


b=7. 518. 1) a=3, b=4; 2) Fí(—5 0), Fa(5; 0), 3) 2-5; 
5D =£. М0. 1) а=, bhi 2) FiO; —5), 


1:9 у= фа > =F 520, 12 unid. cuad. 


521. 1) La parte de la hipórbola F—22=1 situada en ol semiplano 


superior (fig. 107); 2) la rama de la hipérbola nh situada en 
y 
Y 
2 т 
z 
Fig. 109. Fig. 110. 


2 ya 
«1 semiplano inferior (fig. 108); 3) la rama de la hipórbola 2—07 ==1 
situada en el semiplano izquiordo (fig. 109); 4) 1а rama do Ја 


hipérbola -t= —1 situada en el semiplano saporior (fig. 110). 


522. 24-4 V5y+10=0 y z—10=0. 523, 
525. 42. 520. 10. 527, 27. 528. (1 


(—6; 4 V3) y (—6; —4 3). 590. 21. y 264. эм. убаво la 
12 12 


fig. 111. 532, 1) E 


т 


z E=201 каї 1 — 


3; las жк жи гы 0, 
las ecuaciones de las asíntotas: 42—3y— ‚ 424 
iones de las diteciricos: 


; las ecuaciones 
de las asíntotas: 


Fig. 111. 


EP situada sobre Ja recta y+1=0 (fig. 142); 


(є—3'_(у—Т? 
4 9 


2) la rama do la hipérbolo = —1 situada bajo la 


recta y—7=0 (fig. 119); 3) la таша de la hipórbola EE — 
— 242% 4 situada а la izquierda do la recta 2—9=0 (lig. 144); 


4) la parte de la hipérbola 


16 
кы 22 
iaquierda de la recta z—5=0 (fig. 115). 543. 1) Ea E 
2) 24зу--1у1-—144=0; 3) 22у 22—20 7—0. A 5-7 
545. 5-0 546. 22 4у2—6:—24у —47=0. 517. 722— 
—бгу—у--26:—148у—171=0. 548. 91.8. 100:у + 10243624 


7 
+86y—47=0. 549. а=. si los ejes antiguos giran un ángulo 
de —45; uE, si giran un ángulo de +45". 550. 4) С (0; 0), 


las ecuaciones de las :2=00 2) C (0; 0), 
las ecuaciones de las asíntotas: z=0 е 3) С (0; 0), 


—1 situada a la 


5042 
e 


a=b=5; las ecuaciones de las asíntotas: 


=0 e y=0. 551. (6; 2) 
14 25 

у (53). 552 (Эз), la recta os tangente a la hipér- 
bola. 538, La recta pasa por fuera de la hipérbola. 554. 1) Es tangente а 
la bipérbola; 2) se corta con la hipérbola en dos puntos; 9) pasa 


г fuera de la hipérbola. 555. 3) Se corta con la hipérbola, si 
Гау 27418; 2) es tangente a la hipérbola, si m= 415; 3] posa por 


fuera de la bipérbola, si | т | < 4,5, 556. k%a2—b2=m?. 557, w 


— Hi =1. 559. da—óy—10=0, 3z—4y+10=0. 500. 10z—3y— 
—32=0, 10z—3y+32=0. 561. z+2y—4=0; z+2y+4=0; 
8v5 14 
=> 562. Ma (—6; Зу; d=q7 УЗ. 563. 53 16-0, 
132+5y-+48=0. 564. 22-+5y—16=0. 565. ¿= VD. 566. т 
Y, За дуа n у 
-4 =t -0 0 507. тр Щщ =. 568. 2—4, 24, 
а y 2 y 
у= —1 o у=1, 572. y—q ut. 573. =” 575, 22+ 
+My+6=0. Nota. Aplicar la propiedad de la hipórbola enun- 


ciada en el probloma 574. 577. 22—216. 578. + to 


а у 
50. pm 1. 580. а=. 581. q=2. 582. q=2 q +. 


583. 1) у2= 62; 2) yt=—x 3) 22-1 y; 4) 22 —6y. 584. 1) p=3; 
Ж 


en el semiplano derecho, simétricamente al eje Ох; 2) p=2, 
el somiplano suporior, simétricamente al eje Oy: 3 p= 
semiplano izquierdo, simétricamonte al ejo Oz; 4) p=% ; 
semiplano inferior, 
2) y= —9г; 3) 22 
588. 1) La parte de 1 2 
coordenado (fig. 116); 2) la part 
o ángulo coordenado 


B gat. 8. 502, (б; 18) O; CAB), БОЗ. уз Ba оу 
—6)*- p (z— a); 2p 2—5; 595. 1) (r—aji= 
=2p(y—B) 2) Р(у—Ё). 596. 1) A(2 0), p=2, 


=®% 9 4 ($50). p=3, 6:13=0; з) 4(0 4), p=3, 
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Fig. 114, Fig. 145. 


ES 
y 
T 


Pig. 116. Fig. 117. 
El 
Ср y 
2 
T 
Fig. 148. Fig. 119. 
Y 
у 
2 
EN 
7 т 
Fig. 120. Fig. 121. 
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Fig. 122 Fig. 123, 


Fig. 124, Fig. 125. 


Fig. 126. 


By 4H 11=0; 4) A(0; 2), рер, 40—90. 397. 1) 42 1), p= 
DAD) ре: 3) A; —1) р==3. 508. 1) А(—4 3), ps 


2) 4(5 2), p=2 3) 4(0; 0, реу. 509. 1) La parte de la pará- 


bola (y—3)2=146 (z— 1) situada bajo la recta y—3=0 (fig. 124); 2) la 
parto de la parábola (=--4)2=9 (y +5) situada a la derecha de la recta 
=+4=0(1íg. 125): 3) la parte de 1а parábola ( —2)%=—2 (y—3) situada 
а Ja izquierda de la recta z—2=0 (fig. 126); 4) la parte de la 
parábola (04 5)2= —3 (2-4-7) situada bajo la recta y +5=0 (fig. 127). 


600. 2= yy +7. 601. y =p rta 00. разу 
—6z+2y-+9=0. 603. Р (9%; —8). 604. 4xt—4xy+y2+4 32243 + 


y 
T 

М 

Ч 

` 

yr5=0 Чч 
Fig. 127. 

-+89=0. 605. (2; 1), (—6; 9). 606. (—4; 6), la recta ез tangente 


¿Ha parábola. ӨЙ LS recta” y lo parábola Ao do салш 008: Y Es 
tangonte a la parábola; 2) corta a la parábola en dos puntos; 


3) pasa por fuera de la parábola. 609. 4) <$; 2) k=1/2% 


3) k>1/2. 610. p=2bk. 612. paola: 618. 2+y+2=0, 
614, 22—y—16=0. 615. d=2 13. 6 M, 20 910. 
617. 3r—y+3=0 y 32—-2у 12-0. Ө. sei y+25=0. 620. d= 


5. 621. (6; 12) у (6; —12). 622. (10; V), (10; — V0), 


@ Уб, о: —ЪУ®). вза. it ө, (E, ИЗ) 
7—13 


МІ 7). 625, y—18=0. Nota. Aplicar la pro- 
piedad de la parábola enunciada en el problema 624. 628, 1) p= 
sr С 609: D a 
a E TE A T с 

425000 > 880 54130080) 2 P= — EFAs 
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rama de una hipérbola; 4) una olipso; 5) una rama de ива hipór- 


hola: 6) una parábola. 633. 13, 42. 634. 8,6. 635. eta. 
34 


632. 1) Una elipse; 2) una parábola; 3) una 


. 630. Las ecuaciones de las directrices; p= —к соңу, 


16. ` EER. A 
р= —утугу} 19 ecuaciones de las asíntolas: р pep > 


Ls FREE АС 2). (ss 4). 9. (= з"), 
(з; E] . 639. 4) (ia): 2 (5). (os E). 0.0 
o ba 


A, 
P="2c0s0 


2p cos 0 
2 = 2 ———— 
a A Pegao “2 зеп? 8 
643, 8=--25у =0. 644. 92324 —73=0. 645. z—y=0, л--4у 
646. z- 2у = 0, 82—9y=0. 647. ptio за 3y =0. 65%. E 
бу =0. 055. 7Tr+y— =0. 657. 


=0 22у 4 
ШУДО, заро + 2y=0, Зарро Өй. y + 2=0. 002, 22— 
= w410, 669. Las incas 1), 2), 5) y 8) tienen un centro único; 
р mo tionen centro; 4) б) tienen infinidad de centros. 
900, 0 ye 4) 


2; 2) (0; ); 3) (0; 0) —1; 3). 667, 1) =2—3у— 
0; 2) 2: а ГА Же, 3) 5z—y + . 068. 1) 913— 18zy 

б 420: 2) att hay у —7 3) 4224-62у--у2--5=0; 

2 ба 22у +0y24+1=0. a m á, п ез arbitrario; b) m=4, 
E c) m=4, n=6. 670. а) К ) = — i, Кәс 5; A 

todos los valores de k2 que satisfacen a las dosigualo 
A<k<5 d) para k<—4 у para k>5, 671. 22—8y 

бїз. 24 žy +y? 8y=0. 879, 4] Ebuación olíptica; determina una 


elipse E 10" (5; —2) os i nuevo origen; 2) ecuaci 


в 

hiperbólica; determina una hipérbola + Lo 
а 

el nuevo origen; 3) ecuación elíptica E AR по doter- 


0'(3; —2) ез 


mina ninguna figura geométrica (es la ecnación de una «olipsu 
imaginaria»); 4) ccuación hiperbólica; determina una hipérbola 
dogunerada, un par de rectas concurrentes 4272—72 =0; el nuevo 
origen es бу (—1; 4): 5) ecuación elíptica; determina una elipse 
degonerada (un punto) 22'4-3y/2>0. 674»). 1) Ecuación hiporl 


lica; determina una вА ай E а= —2, cosas 


sona=-—_2; 2) ecuación elíptica; detormina una 


y5 


=1; a—=45% 3) ecuación elípti 


i determina una 


*) En los problemas 674 1) —5) æ es el ángulo medido desde 
la dirección positiva del eje antiguo de abscisas hasta el nuevo. 
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1 
0; tga=2, =>, 
ga=2, соз amiy 


; 4) ccuación hiperbólica; determina una hipérbola 


elipse degenerada, un punto 2'2-+4y” 


sen а 


degonerada, un par de rectas concurrentes 2'%-—y2=0; tga= 


=F соз к= утре n a= тр: 5) ecuación olíptica; no deter- 


y 


= 


y 


Fig. 128. 


mina ninguna figura geométrica (es la ecuación de una «olipso 
imaginaria»); su ecuación en coordenadas nuevas es de la forma 


ot асе 45°. 675. 1) hiperbólica; 2) elíptica; 3) para- 
bólica; 4) elíptica; 5) parabólica; 6) hiporbólica. 676. 1) Ecuación 


hiporbólica; otermína vna hipérbola, cuya ecuación se reduco a la 


forma 2'2—L2 == 1 después de dos transformaciones sucesivas de 


coordenadas == 24-2, y y = 
(fig. 128); 2) ecuación elíptica; determina una 


se reduce a la forma ач += 1 despućs do dos transformacio- 


пез sucesivas de coordenadas = 
ЖК ay! 
vz 
bipérbola, cuya ecuación se reduce а la forma z Ж. 
dospués de dos transformaciones sucesivas de coordenadas z= 


зо, cuya ecuación 


1, у=ў+1ут= 


(fig. 129); 3) ecuación hiperbólica; determina una 
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Ss m 28—000 
=z +3, у=у—4 у= = 2) у = 


(fig. 130); 


5 
4) ecuación hiperbólica; dotermina una ырма дедепегайа: un 
par de rectas concurrentes, cuyas ecuaciones so reducen a la forma 
29—4y2=0 después de dos transíormaciones sucesivas de coorde- 
= +y" 


-rhv e 

y == (fig. 130); 
5) ecuación elíptica; no determina ninguna figura geométrica: 
«elipse imaginaria»; su ecuación se reduce a la forma 2'24-2y2= 
= —4 después de dos tramslormaciones sucesivas de coordenadas 


nadas 2=7—2, y=] y 2 = 


Fig. 129. 
#=®—1, y=T y ыы ж ==: 6) ecuación elíp- 


tica; determina una elipse degenerada; ып punto; su couación se 
тейчсө a la forma 2224-3420 después de dos transformaciones 
sucesivas de coordenadas: 2=7, у=ў—2 у= ŽL, уш 
++” 2 ya 

= 20. en. DETAL elipse; 2) 92216425, 
hipérbola; 3) z2—4y2=0, hipérbola 
lo rectas concurrentes, cuyas ecua 

4) 242-0302 —1: elipse 
ción no ‘determina gura geométrica; 5) 224+2yt= 
= 0: olipso dogenerada; la ecuación determina un punto: el origon 


25, у! A z A 
do coordenadas; 6) еа elipse; 7) тее 1, hipérbola; 


8) фи, elipse. 678. 1) 3 y 1; 2) 3 у 2; 3) 1 y + 4) Зу2. 
679. а) 2=2, y=3; b) 2=3, у= —3; с) 2=1, у=; д) х= —2; 
y=1. 680, 1) 2 y 1; 2) 5 y 1; 3) 4 y 2; 4) 1 y 5. 68. a) 24y— 
—1=0, 34 y+1=0; b) 2—4y—2=0, 2—20 +2=0; с) z—y=0, 
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Fig. 130. 


7, > 


Na 


+ 
Fig. 131. 
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coordonadas: х= 2742 18У y y 2'=2"—3, y'= 


5 
=y"-+2 (fig. 132); 2) ecuación parabólica; determina una parábula 
degonerada; un par de rectas paralelas, cuyas ecuaciones so reducen 


—42 + 3y" —3'—4у' 
== = 


С 


Fig. 132. Fig. 183. 


а la forma 2"%=1 después de dos transformaciones sucesivas de 
За, уу Oey у, прн 
туз 1- ув он 
(fig. 188); 3) ecuación parabólica; по determina ninguna figura 
goomótrica; se reduce а la forma y“*+1=0, después de dos, Lions" 
formaciones sucesivas de coordenadas: ¿IE y 13И 
PETZ y = "6. 600. 1) yts, parábola; 2) y2—25, parábola 
generada: un par de rectas paralelas cuyas ecnacionos боп y= 


coordenadas: 


z 


z= 


—1=0; b) 2r—3y—1=0, 22-30-4110; c) 5z—y--3=0, 5z— 
—y+5=0; 700. a) z— 3y +2: b) 8st- 5y + T= 0; с) áz—2y— 
265077; (224 22202 (2272) =й сё. 702. (22-4 yd 
= 242 (22—00); р2= 208 соз 20. 703. р? 5 зеп 20; (224-03): = 2582р. 


705. = 70 у р — 0-6. 706. (2r—2)y2=33. 707. (024 y) =a? 


тй. Pm = b; еей). 709. Иен НА 
+ а)? ==а2у2. 710. p= (224 у1—2ах)® = 
К» п. СЕНЕ абарв 712. s= 


== а cos? t, у= а sen? t; e аЗ. 713. p= а 0330, (2®-- y2)2=ax3, 
714. z=a(cost-j-t sont), у= а (зоп 2—1 созт). 715. 2=a (—sen t); 
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y=a(1—cost); z4 Vya =a arccos 227. 746. 2=а(2 cost— 
—cos 2t), 9=0(2 sent—sen ш) =2a (10050), 747. z= (a +0) x 
Xcost--acostEÈ;, р (а-- b) son ta son EÈ 1.718. z= (0—0) x 


ь 


x cos фа к t, у= (ф—а)зеп!—азеп 


Segunda parte 


720. 4) (4; 3; 0), (—3; 2; 0), el punto С está situado en el pla- 
по Олу q: por То, fanto, ап roeien sobro esto plano coincido 
у (0; 0; 0); 2) ) 50 5), ( ; 1), (2; 0, 0), el punto D está 

ТН. tanto! su proyogción sobre esto 

jar coincide con él; з 0; у 5), (0; 2; De o —3; 0), el punto р 
está situado en el plano г lo ta proyección sobre 
este plano coincide con él; 9: 0), (0; 0 : 0: 


Я 0; 0; 1), 
(0; 0; 0), el punto está ишде ejo w я у. А tant 


7) 

x ON J, 722. (а а; а), ( 
жоны 3 —а; О. T723. 1) En Ai primero, tercero, quinto у 
Septimo; ) en el segundo, cuarto, sexto y octavo; 3) en el primero, 
tercero, sexto y séptimo; 4) en ol segundo, cuarto, quinto y octavo; 
5) en el tercero, cuarto, sexto y séptimo. 724. 1) En el primero, 
tercero, quinto y sóptimo; 2) en el segundo, tercero, quinto y octavi 
3) en el primoro, P egundo, séptimo y octavo; 4) еп el prime 
Mercero, soxto y octavo; 5) en el segundo, cuarto, quinto y séptimo. 
725. 1) ( 3); 2) (3; 3); 3) (—3; 3; — 3); 4) (— 3; — 3); 
Бу Ж 24 


Жө del а в 
ya 


(i; : 
1 к ©, асч 
—2. 13. у VA. 744.5 YT. тё. HERA 
у= Lt: рени иени. 746, "тото тата ть ; 


ти т-ту та 
тін ата Eimin тырп A Meza, 


= я 
Ma 4 ma +m, 
жт. (р; зч ©, u 0% 2, Кя 3; 4). 748. ME “7. таб. аа 3. 


750. АВ={—& 2; —4), ВА={4; —3 1). 75. М; 1; 1), 
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Fig. 134. 


752. (—1; 2; 3). 753, X= уб, Y=1, Z=—1. 754. соза 12, созр= 


3 16 3 4 12 
=, оозт=—Д. 755. соза. cosf=iz, cosy= 13. 


756. 4) Puede; 2) no puedo; 3) puede, 757. 1) No puede; 2) puedo: 


30 
км %, 


{в-\° 


Fig. 135. 


3) по puede. 758. 00° ó 126. 
={!; —1; — V3}. 760. м, (V3; 1 

— V3). 761. Véase la fig. 134. 762. |a—b|=22, 763. | a+b |= 20. 
764. |a+6|=)4—5|=43. 765. | a+ 0]=Y12= 11,4, |a—0/=7. 
766. |a+b|= VTi ~ 4,4, [a—0]=7. 767. 1) Los voctores а y b 
tienen que ser perpendiculares entre sí; 2) el ángulo formado por 
los vectores a y b tiene que ser agudo; 3) el ángulo formado 

los vectores а y b tiene quo ser obtuso. 768. |а. =D N; 760. Véase 
la fig. 135. 774. | R|=15. 775. 1) (1 —1; 6} 2) 45; —3; 6h 
316 41120) [1 2; г} 910012) ©) (a 5:2}. 
716. El vector 0 es el triple de largo que el vector a;_sus direccio- 
nes son opuestas. 777, a=4, P= —1. 779. El vector AB es el doble 
de largo que el vector CD: tienen una misma dirección. 780. а0== 

2 


=}: 72. [a+b]=6, 


| a—b|=14. 783. d= —4844 457—366. 784. e=(—3; 15; 12}. 
785. ЛМ =43; 4; —3, BN=40; —5; 3}, TP=(—3 1; 0). 


(+: —+ +. 781. ii 
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787. a=2p-+5q. 788. a=2b+0, 0=5 а} 


„гї жү" e 
789. p=2a-—30, 790, M0 E 6-6, 


оп donde M, N y Р зоп los puntos medios de los lados del triángulo 
ABC. 191. AD=MAB1AC, BD=104B—74C, CD=114B—84C, 
AD+BD+-CD=39AB—224C. 793, c=2p—3q +r. 794, d= 


=2а—30 фо, c=—2a4+3b+d, ъ афс} a, Bai 


с=4—20. 


а. 795. 1) —6; 2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) —61; 6) 37; 


«ае 


y tienen direcciones opuesta: ab, si los vectores a y b son 
colineales y tienen direcciones iguales. 799. Si el voctor 0 ез por- 
pondicular a los vectores a y e, y también, si los vectores a y e 
‚801. а64-00-4-са= —43. 


802. | p|=10. 803. а= +-. 804, Jal=10]. 807. ЁЁ ®се—ьһ. 


son colineales. 800. ab+be4 са = — 


808. aarccos =>>. 809. p=arccos ($). 810. El plono es 


т 
perpendicular al eje dol vector а e intercepta еп él un segmento, 
cuya magnitud, medida dosdo el punto А, es igual a Тө St. La 


recta de intersección de los planos que son perpendiculares п los 
ejes de los vectores а y атт intorceptan cn estos ојез segmentos, 
cuyas magnitudes, medidas desdo ol punto A, son iguales а 


Ær y тт 812, 4) 22; 2) 6; 3) 7; 4) —200; 5) 129; 6) 41. 813. 17. 
814. 1) —524; 2) 13; 3) 3; 4) (AB-AC)-BC=1£—70; 70; -– 350} 
у AB(AC.BC)=1—78; 104; — 312). 815. 31. 816. 13. 818. а= — 6. 
819. cos ф= 9.820, 45”. 821. arccos (5) . 823. œ= {—24; 82; 30). 


1 


824. == {1 Ж-ү 805. 40—07 4120: 820.0=(—8:3;8). 
827. ж={2; —3; 0). 828. 2—24-37—28. 820. 15. 830. —3. 
831. — 832. 6. 833. —4. 834. 5. 835. —11. 836, х-—ў, 
у=, 2-1. 887. 3. 838. —6 $. 839. |[ab)|=15. 


во, Пан 1-46. 861. ар-= 3:30. 842. 1) 24; 2) 00. 843. 1) 3; 2) 27: 
3) 300. 844. Los vectores a yb tienon que ser colinealos. Si 
Vectores @ y son perpendiculares. 850, 1) 45: 4; I): 2) 40 

8) (20; 4; 25). 851. 1) (6; —4; —0}; 2) {—12; 8; 42). А52. (2; 14; 7) 
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ы n 2 2 и 
853. {—& 3; 4). 854. 15; cosa=z, созф = —{-, сову Е" 


. 856. 16; 


go 897. 14 nia. cuad. 


858. 5. 859. sen 7 860. {—6; — 24; В). 861. m= {45; 24; 0). 


862. œ = (7; 5; 1). 864. [lab]e] = (—7; 14; —7) [a (bey = 
= (105 1а; 19). 800, 1) De mono derecha; 2) do mano izquierda; 3) 
de mano izquierda; 4) de mano derecha; 5) los vectores son coplana- 
res; 6) de mano izquierda, 866. abe = 24. 867. афо = +27; el signo 
más, si la terna de vectores a, b, е es de mano derecha, y el signo me- 
hos, si esta torna es do mano izquierd . Si los vectores a, D, e 
son” perpendiculares entro sí. 873, abe . 874, 1) Son coplana- 
ros; 2) no son coplanares; 3) son coplanares. 876. 3 unid. сар. 877. 
41. 878. Dj (0; 8; 0); Da (0; —7; 0). 881. X = —6, Y = —8, Z = 
= —6. 882. Los vectores a y o tienen que sor colineales o el vector b 
tiono quo ser perpendicular a los vectores a y о. 885, Los puntos Ms, 
M, M, están situados en la superficie, los puntos Ma, Ms. Mg no lo 
están. La ecuación determina una esfera do radio 7 con él contro en 
ol ovigon de coordenadas, 886, 1) 2y 42 

to on la superficie dada; $) (2 ; 
la superficie dada. 887, 1) El 
Олу; 4) un plano paralelo al 
imo a una distancia do 


2): 2) no hay tal pim- 
4) no hay tal punto en 
2 plano Ога 3) el plano 
úado on el somiespacio 
зв unidades; 5) un plano paralelo al 
stancia de 


divido p la mitad ol ángulo dicdro comprendido entre los planos 
Ozz 


2 у que pasa por el 1°, 3°, 5° y 7° octantes; 12) un plano 
de por la mitad el ángulo diodro comprendido entre los plu- 


= 0. 892. 2:— +3 
уз 4-21 = а?. 896. z? y? 22 
12 вро, E Ey — 4. 900, Los puntos М, 
A . 900, Los puntos My, 


Му están situados en la línea dada; los puntos Ma, 
020050 у (9: 2:05 2) (8: 2; буу (03; 
е е 


PE yt, y Ay 22-05, 
2—2=0. 9% { ё 905. { ‚го. 
24 y2422=30, 

A 
906, PR Ша аы, =. тота 
+02) =25, 


3; —6), (—2; 3; —6). 909. (1; 2; 2), (—4; 2; 2). 910. 4) Una 
je cilíndric: 


So determina por 1а ecuación =2--22.= 25; 2) una suporílcio cilin. 
drica, cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y cuya directeiz 
es una elipso detorminada еп el plano Oyz por Ja ecuación 


; 3) una superfició cilíndrica, cuyas genoratrices son 


en ol plano Ozy por la ecuación 


cilíndrica, cuyas penoratrices son paralelas al eje Oy y cuya 
directriz es una parábola determinada en el plano Ozz por la ecua- 
ción 22-= 62; 5) una superficie cilíndrica, спуаѕ goneratrices son 
paralolas al eje Oz, que tiene por directrices un раг de roctas que 
se determinan en ol plano Оху mediante las ecuaciones 2-0, 
=—y=0; esta superficio cilíndrica se compono de dos planos; 
6) una superficio cilíndrica, со i 

oje Oy y que tiene por direct: 
minan en el plano Ozz mediante las ecuaciones 2—2=0, z-z = 0, 


ӨН. 4) а%--5уз— 
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bp 18D, 2) 4224-52-42 


04 4y2— 96% + 10y—8 22 

ie к баву 20—310, qu all 

y {В oía, 224 48943=0. 914. ha— 
бб. 96, z—y 


—3:-+-2=0. 917. х-1-лу-+- 
9: 2—80. 
5; —U, 
; —2%, 4) т. 

; 5) n={1; 0; 0), т {А 0; О}; 
O}, еп donde A es un númoro arbitrario, 
diferonte” de cero. 924. 1) y 3) determinan planos paralelos. 
925. 1) y 2) determinan planos perpendiculares. 926. 1) 1=3, 


927. 1) 6; 


21. 3=--3/ 
2}; 2) эъ 


т —4; 2) 1—3, m=— 7: 3) = —3-у 


2-10 3) 1. 98.0) фл уза 2 Та уба 3H 
4) arccos а ул arccos 2. 929. 5x—3y +22=0. 930. 22—84—27=0. 


. 249-22—4=0. 934. Ах—у—2:—0=0. 
36. 2=1, 2—9. 939. 1) a = 7; 2) а=7, b=3; 3) 4=7, 

—3:=0; 2) y 2 0; 3) 24-5=0. ФМ, 4) 2y Hz=0; 
2) 3x-+2=0; 3) 4x-+3y=0. 942. 4) y 442-410 2) 2—1—1=0; 


3) 524 y—13=0, 943, (42; 0; 0), (0; —8: 0), (0; 0; —6). 944. F 


yl pod. 95. аш —4, 0-8, се. 946, 240 unid. cuad- 
p 


"++ 
=3 


А 
+ EA, э. 


2ly+224+88=0, 2r—3y—2:+12 =0. 
10, z—yy¿—3=0, ahy: 

5==0. 953. 22—5— . 054. 22—3/4-:—6-—0. 955, z— 
—3y—2+42=0. 956. Los planos 1), 4), 5), 7), D 44) 3 12) 20 han 


dado mediante ecuaciones normales. 957. 1) FI Grs. 


950. 24-y + 2+ 
De gd 


0-0 у hr iy DF 
4 5 
o ә 2.46 0-2-0 9 -t 
26; б ay 4057) —y—2=0; 8)25=0; 930; 
=0. 958. 1) a=00, B=45°, у= 00°, р=5: 2) a=120", 
‚ 945, p=3 V 
50°, B=420%, у= 90°, 
180, $ =90%, y =90*, 
i 9) а агссов 1, 


ү=45°, р 
4) а= 90°, В 135°, 
р=5: б) а= 90°, В= 
р= i; 8 а= 00°, f=180, у= 90°, p= 
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В=л— arccos 2, y=arecos 2, р=2; 10) а=л—агесов-2' 
В=л—агссов 2, т=агссов $, p=4. 99, 1) ё=—5, 2-8; 


7 
‚ 1 punto Мз está situado on el plano; 


2) ё=1, d=1; 3) д= 
4) ô= —2, d=2; 5) ò= —3, d=3. 960. d=4. 961. 1) А un lado; 2) a un 


ò 
lado; 3) a diversos lados; 4) a un lado; 5) a diversos lados; 6) a di- 
versos lados. 964, 1) d=2; 2) 4=3,5; 3) d=6,5; 4) d= 1; 5) d=0,5; 
6) 5. 965. 8 unid. cúb. 966. А la condición del problema satis- 
facen dos puntos: (0; 7; 0), (0; —5; 0). 967. A la condición del 


problema satisfacen dos puntos: (0; 0; —2) y (0; 0; -6%) 


condición del problema satisfacen dos puntos: (2; 0; 0) y ( 


969. 42—4у—22--15—0. 970, 6=--3у--2+--11 =0. 971. 22—2y— 
—218=0, 2«-_2у—--12==0. 972. 1) 41 —y—22—4=0; 2) 3>- 
3) 202—12y + 4:-Е 18 = 0. 973. 1) 42—5y +1—2:=0. 
1 2) 7—3y—1=0, 324 y —2—1=0; 3) 32— 6y + 
+7242=0, z+óy3-32-4=0. 974. 1) El punto М y el origen de 
coordonadas están situados en ángulos adyacentes; 2) ol punto M 
y cl origon de coordenadas están situados en un mismo ángulo; 
3) el punto M 3 el origen de coordenadas ostán situados оп ángulos 
opuestos, 975. 1) Los puntos М у N están situados en ángulos adya- 
gentes; 2) Jos puntos M y N están situados en ángulos opuestos. 
976. El origen de coordenadas está situado dentro dol ángulo agudo. 
977. El punto M está situado dentro dol ángulo obtuso. 978. Вг— 
—4y —424-5=0. 979. 23x—y—42—24=0. 980. ALE jay 
981. вфу+ш=0. 08 [WO 0 5220-80, 

Ty—20+3=0, 3x—y—1249=0, а, 
{ 983. уыс 984. @ —1;0; 
—1) 986. 1) D=-—4; 2) D=9; 3) Dæ=3. 


987, 4) As =A2=0 y por lo menos uno do los números Dj, Da 
es diferente do сого; 2) B;=B,=0 y рт lo menos uno de los 
númoros Dı, Dz ез diferente de cero; 3) C¿=C2=0 y por lo БЕШ 

ЛИ 


uno do los números Р;, Dz es diferento de cero. 988. 4) а-л ; 
2 De 


В, _ D с, р; 
2 BaD d GTD 9 0, 0, Az= Dz= 0; 5) В; = D¡=0 


a 
Baz аб: 6) Ci =D4=0, Су= Ру—= 0. 980. 4) 224 15y +72 1-7 

2) d-P3745=0) 3) ria Malas $ O 27309 000. 1) 252 — 
e 2y 421233 ) y + 2—18=0; 3) z-+ 2—3 =0; 4) 2—y+15= 
091. 5x4-52—8=0. 092. а (52 —2у-—2--3) 4 (21 3y—22 + 5)=0 


Nota. La rocta de intersección de los planos 51—2y—2—3=0, 
1-4 3y—22-4-5=0 es paralela al vector Z=(7; 9; 17}; por lo tanto, 
а la condición del problema satisfacen todos los planos del haz do 
lanos que pasan рог esta recta. 993. 11z—2y—15:—3=0. 

М. a (51—y—22—3) +P(82—2y—5:+2)=0. Nota. La recta 
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de intorsección de los planos 5z—y—2:—3=0, 32—20 —524-2=0 
es perpendicular al plano =-+19y—72—1 г lo tanto, 
a la condición del problema satisfacen todos los planos del haz 
de planos que резал por esta recta. 995. 97 |-7у-; 82--7=0. 
996. 2—2y +2 1—5y-+4s—20=0. 997, Pertenece. 998. No 

rienece, 999, {== — —11. 1000. 32—2y + 624 21 = 0, 18924 


1, ат; В) 2=0,y=t 
—3). 1012. 2==51) 4, 
А 2—4 
— 8 6 
1015. 2=314+3, y=15t41, 22190—3, 1016. a= 


73 3) a=4%; А 3A}, on dondo A es un número arbitrario 
¿iferonte de coro, 1017. a = — 24 4-144 +51 ом МА + 5e, 
on dondo А os un númoro arbitrario diferento de cero. 1018, 2—2. 


2—2 0412 е, 
10109. ч) = т =: Solución. Supo 
niondo, por ejemplo, zy=0 y resolviendo cl sistema, hallamos: 

2 —1; por lo tanto, ya conocemos un punto do la rect 
1; 0). Hallamos ahora ul vector director. Tenemos que 
meti; —2 3h n= ; —5}; y do aquí que a=(n1m3]= 
AS 14; 8), o sea, que l=4, m=14, n=8, Las ecuaciones canónicas 
Фе’ la” recta dada se obtienen sustituyendo los valores hallados 


1) 2144, у=—1, z=; 
1023, 60°. 1024. 135° 1025. 
2. 1030. zita 


— 61. 1032. 0=13 


— 54-91, 1035. 
t, y= — 18-82, 


2. ( . 
punto M sou: 22 — 5-04, y=4—121, 2=—5-44£; las ecuaciones 
del movimiento dol punto N som: 2=—5-+4f, y=16— 12%, 20 
=-—84+31 1) P (7; —20; 3); 2 un intervalo do tiompo igual а 2; 
3) un intorvalo do tiempo igual a 3; 4) МоР = 28, NoP=30. 1040. 
D @ —3; 0): 2) la recta ев paralela al plano; 8) la recta, so 


4 е; 
encuentra en el plano. 1041. Š% A 1042. E 


5 1043. 2r—3y+4z—1=0. 1044. 54244320. 
—3. 1046. C=—2. 1047. A=3, D= —23. 1048, A= —3, 
1049. 1—6, C=2. 1050. (8; —2; Y. Solución. 


punto buscado so halla resolviendo simultáneamente las ecua- 
ciones de la recta dada y la ccuación del plano que pasa por el 
punto P y os perpendicular a esta recta, Pljémonos en que ol vec- 
tor director de lu recta dada (3; 5; 2} es un vector normal del plano 
considerado. La ecuación del plano que pasa por el рамо Р(2; 
—4; 3) y que tiene por vector normal m={3; 5; 2), os do la 
forma 3(2—2)+5(y+1)+2(—3)=0 б 924-5yP2:—7=0. Resol. 


viendo simultáneamonte las ecuaciones { 2—82, 22517, 2=21+2, 


Ba 4 by +22 
hallamos las coordenadas de la proyección buscada 1=3, —2, 
z=4. 1051. Q(2 


у= 
кт, 064 5, 1060. (5 6 1. 
Solución, El punto buscado so halla resolviendo simultánea- 
mente la ecuación del plano dado y las ccuaciones de la recta 
trazada por el punto P y perpendicular a este plano. Advirtamos 
ante todo, quo ol vector” normal de este plano 42; —1; 3} es un 
vector director de la rocta buscada, Las ecuaciones paramótricas 
do la recta quo pasa por el punto P (5; 2; —1), cuyo vector direc- 
tor ез a=42 —1; 3), son de la forma: 2220-5, y= —1--2, 
¿=31—1.  Hesolviendo simultáneamente las” есиасіопоз 
27—y+324-23=0, 
ж=--5, y=—142, z 
proyección buscada: z= 
Р (8; —4; ota. 
siguiente: 1) verificamos que los puntos A y B están situados 
a un lado del plano Оху. 2) Hallamos el punto simétrico a uno de 
los puntos dados con respecto al plano Огу; por ejemplo, el punto 
Bı, simólrico al punto 2. 3) Hallamos la ecuación do la recta que 
pasa por los puntos А y 23. 4) lollando la solución simultánea 
do las ecuaciones de la recta у de la ecuación del plano Оху 
Р О, Зу 


1 


hallamos las coordenadas do la 


2) desde £,=0 hasta t2=4; 3) МОР 
de tiempo igual a 3. 1062. d=7, Solución. Tomemos algún 
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punto en la recta кз. nz ‚ рог ojemplo, el punto 
Мү(—3; —2; 8); supongamos que M; оз el punto de aplicación del 
vector director а = 13; 2, —2) de la recta, El módulo del producto 
voctorial de los vectores a y MP nos proporciona el área del 
paralelogramo construido sobre ostds vectores бото lados; la altura 
о este paralologramo bajada desde el vértice P sorá la distancia 
buscada d. Por lo tanto, la fórmula que nos permito calcular la 
ы 
la 


distancia d ез d= + Calculemos ahora las coordenadas 


dol vector MP, майны las coordenadas de su extremo y de 
su origen: MiP=(4; 1; —10). Hallomos el producto vectorial de 


+2 k 
los vectores а y MiP: [aMiPi=[3 2 —2 |=—1814+224—5h. 
41 —10 


Dotorminomos su módulo: | [аР == Y 18772003 55 = /883 — 
=7 17. Calenlemos el módulo del vector_a; | aļ= VOF 4Fi= 
<= VIT, La distancia buscada es d= аи =7. 1063. 4) 24; 2) 6; 
3) 15. 1004, 4—25. 1005. Ox +-11y4-52—16=0. 1068, 424 0y +52 — 
гоц 0, 1020, 22 46y— 432 + 0. 1072, 0e—20y Mat 1=0. 
1074, (2; —3; — 5). 1075, Q (1; РА —2). 1070. Q(t; — 


). 1077, 13: 
—14y+11z-+51=0. 1079, z—8y—13:+9=0. 1081. PH кг 
„itá 


+ 1082. z=8t—3, y= —31—1, z= —4t +2. 1083. 1) 13; 2) 3; 


5 2) (&—5)- 3)24. (:—17)%==4; 
6; 7 И moe tyta kenje 


(19 (аа. 3949 
LES el 7 +43 МИШ Т 


De + (y - 
En E-A 
42 CA , 
5) С(0; —10; 0), 


= 
16 y=—t+3, 2200—05, 1092. — == 


‚ 1093. 1) fuera de la osfora; 2) y 5) en la super- 


ficio de la esferas 3) y 4) dentro de 1а esfora, 1004. a) S: D) 21; 0) 7. 

1095. 1) El plano corta а la esfera; 2) el os tangente a la 

esfera; 3) el plano pasa por fuera do la esfora, 1090, 1) La recta 

corta а 1а esfera; 2) la recta pasa por fuera do la есета: 3) la recta 

os tangente a la esfora. 1097. MM ( 2: 3 4 

2; 3  R=8. 1000. а 
22—1—1=0. 


= С 07 
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иш. БОНН 65, iy, [E-232 
181 —22y +52 —31 z+y-2=0, 
211 зог 1925 
=0. 1106, z? + (y +2)? 1 
70,9. 1109. а. 6. 1 10.22 
ALO А. т-у bara, 1112, ARO ЫП 
а: EA BHi 
0, 6z 43y +20—30 
оо на depor 
1032-0, 4h Oy 5r 4205= 
yt 20. z—y—z 
1123. 2cos ay етеген 
т сов@+ уу соз pe cos pp]. 11: =r) 
lao) Wand taa Gaa 
2—2) 0—00 2—29 
h mo m |0. 1127. (патч) х 
Ll т т 
LH ри 2—2, 
эзи NY 24 
Za— 3, у 3—21 
2—20 0—00 2—10 
4 Bi С, |=0. 1131. 


1126. ajaz (r—ro) 


(пат) (r—r)=0; =0. 1128. mng (r— 


Г 
е сунары ча. 
цз аео ртр r= rh (reo: 


а (2 zz) фт у) 200: 
ПЕ aa ао ив, DAS 6 Ha p рег" 


2—2) Uuo —Җ = 
=P 2. 1437. 7=r9-+[0 M0] t, © ci] =i; 4 aè 
HE A; 

-a , s {тур0 КҮЙ zt D= 
A; Dy y an= А Bm- Cn=0. 

Ar Ba 

1139. ayas (—ту) =0. 1140. ааз (r9—ri)==0. 1141. EZ a 
= n Ае} Bo Сор А + Byo+-Cip 4D 

= E Ату y 1, E т". 

EZ Вуз Сто. 

Раца сех п. 1142. r 2071р =, а= 
Аз Вуса + y ави сар Я 
-ahror A =n- pF 1 

Arıt By + Си+р q (mr) a 

«A 1143. ropt ш, 

(24 —20) l+ (и ио) т+(и— 

РЕ аван 2) п pot 

y oi md lea 
pmpn y 
¿a gm bd аа. а. 


Emo 


уо a|, |a zito? | 21—20 nyo |? 
A moon Р] п AE 


YEMA 
L h 1-1 
valor abs, || m, та yo 
1145, ¿lts lr—rbl; m m 22—21 


Vima * Vía т 


[= [ит 
ШЕ Ji mal 


ти ng 
R R R! т 
147. тета у — ; а= Б „ à 
Tat У Тат e "унар 
a= Bs, y n=- ш ¡a ia ' 
VEF mip nè Ута ni pV TF 
в=—; aa 1148. motara Y Тага mm + 
р RI ia Rm 27 Ra 
+7 E путай үс яи Ш a= VEF m = =] 
гі їп! 


y a-i- 
21 114 =R и = 
a HO mr. Н. (н) 
(rn $D}, (Az, | By + C344- DP 
SEREDE, e дал уи) на) EA. 


ий. geto iy HRO: SEERNE а 


VA A AT 


Гат VEFE 
Az | By-4Cz so, &@т—т% a(r—ro 

-SIE À. 1452. —R=0, } 

Vario” y al А el 
+R=0 1(т—з0-+т(у—+п—®% _„,_\, 
УЛ nin \ 

ио) -l-n (4—2) д 

R=0. 153. 3, уЗ; » 
Bimba по T k, | 


(2 


(2; 0; УЗ). 


( 
(—% 0; —1). 1155. 15; (o 


—V3). 1154. 4,3; (40 —£), 
1156. Las ecuaciones 


2 4жу--5у%— ж =0, 
20, 
e) sobre cl plano 


Че las proyecciones: а) sobre el planu Огу: 


22 ph ás 
y=0; 


р) sobre el plano Оха: { 


Aly 
Oya: ы 


Si 1457. Una elipse; el centro de esta elipse 


8. Una hipérbola; el centro de 
hipórbola es (1; —1; —2). 1159. 4) Una elipse; el centro de esta elipse 
es (—1; 4; 3); 2) una parábola; no tione centro; 3) una hipérbola; 
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el centro de esta hipórbola es (2; —3; —4). 1160. a) 1< |m|< V: 
b) [mi<t. МӨ. а) m0 у mo. poro, si аза 


resulta, una elipso degencrada, un punto: b) m==0, 1162. (9; 5; —2). 
1163. (3; 0; —40). 1164. (6; —2 2). 1165. m==18. 1166. 22—y— 


22—420. 1167. ань х2ур2054=0 2. 


¿e 
1168. yl 170. q= 
P: 
"F 
1178. Eians, 1180. а) (3; 4; —2) y (6; —2; 2) b) (4; —3; 2), 


la recta es tangente а la superficie: о) la recta no tiene puntos 
comunes con la su a) 1а recta está situada en la superio 

2z — 12y — z + 16 = 0, 2z — 12y — z 
us. { 


1182, + 
z 


= 
э 27 
1189. EN 

i Apn it А 


i R 
раду 08460, И. AO (102. rt 


Bh stm0. 1103, 3522+ 35y? —5212— 2322у — 116274 116y2 + 
42822 —TOy— 1100-4950. H94, ay + as pyz=0, el ojo del cono 
pasu por ol primero y séptimo octantes; zy+=a2—y2=0, ul е 
del cono pasa рог el Segundo y octavo octantes; ту—т:—у:=0, 
el oje del cono pasa por el tercero y quinto octantes; xy—xz-- 
șa "sj? del, cono pasa, por ol спало y sexto octantes. 
922 — 16924032902 +225=0. 1196. 2% 4y2— 42% hry + 
yz=0. 1197. фа {вун с-бай laa Oz4 24: | Д 
162% + 16y2 + 1322 — 1622 + 24у: + 16x — 24y — 262 — 
a lyr+r+y—22=0. 1200. 5224 5у24- оза 
— 21у 42 4ya я 1201. 4522-1 7224-45224 Hat 12r3— 
— ba + 54 + 210y 54:— 067—0, 1202, Заз. 10уз | 1908 ley — 
вн ТА 20у —3824- . a24 ay? 502 dry — 


- 1 18 2 1, з) 0: % —50 5) 0; 6) 292, 
5. З) 2 i 4 
6) z 


=i, а= — 4; Аа 
жул. å 
10" {zty en donde п es un número ontero; 8) z= 


rpa = 2h 72 


= 09410), en dondo п os un número entero arbitrario. 
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1206. 1) =7>3; 2) z >—10; 3) 1<—3; 4) —1<2<7. 1207. 1) == 
=16, y=7 5) = 3) el sistoma no tiene solucionos; 
Ауе Ир Mono infinidad de “soluciones: diferentes y cada una 


do ellas во puedo calcular mediante la fórmula 


en donde los valores numéricos de т so de arbitrariamento 
y so calculan los valores de y; 5) 2=“ 144 


© el, sistema по tiene soluciones, 
6 2; 3) a 2. 1209. 


y=5t, 6) 

o ул ашы tad 
(1—42) t, 2=—(a+1)t con la condición de 

1, cualquier solución del sistema se compone 

le tres númoros z, y, z, en donde х, y son arbitrarios y г=®--у); 

14) 2=(0—0) £, y==(3a—2) t, =(ab—4)£ con la condición de que 


apg obrt (si «== y b=6, z, y son arbitrarios y z= 


=$- L2); 12) =3(1—20) t, y=(ab +1) t, 2=3(0 1-2) сов la 


condición de que а + 


300-2 (ч в=—{ y d=—2 on- 


tonces z, y son arbitrarios у 2==2 (3y —z) |. 1211. —12. 1212. 29. 


1213. 87. 1214. 0. 1215. —20. 1216. 243, 1228. —4. 1224. 180, 
1225. 87. 1226. 0. 1227. (2—0) (у— ) (2—2). 1220. 2a%). 1230, son 20. 
1231. дие) 263: 1232. (a- AA аар 
Lacedo) айй. Чу «= soid, а=? їй. 1) 2 >, 
2 —6<2<=4. 1230. sul, ир, 2610. 1287. 2-4, 
Шей, z=1, 1288, z=2, y=3, 5—4 1280. z=1, 0—3, г= 


1240. ia yb, retó. 1241. 22, yo am. 


19 b 
1252, 1= 2, y= ы + ‚„-°{©, 
афс 


ат авн 1244. El sistema tiene infinidad de soluciones у cada 


una do ellas se puede calcular por las fórmulas z=2:—1, 
y=2-4+41, on donde z toma valores arbitrarios. 1245. El sistema 
{5 tieno soluciones. 1246. El аан no tiene soluciones. 
1247. 4) 3; 2) а= 3, 459) а=—3, =$ 1240. El 
sistemu tiene solución única; 0, y=0, z=0. 1250. El sistema 
tiene infinidad de soluciones y cada una de las cuales so puedo 
hallar medianto las fórmulas 2=2f, y 5 йы en donde E 
toma valores arbitrarios. 1251. 1252. 2:90, 1254. 0. 
15548. 1256. 1800. 1257. (ач ta: 

258. (а----с-Е4) (a+ btc. b-c- d) 
6. е е отн, 1260. (Бе— cd)? 
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de a—b а— 


«1248. z=“ 
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